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Η διδασκαλία μαθηματικών εννοιών µε παραδείγματα 
και αντιπαραδείγµατα 


ΠΠάννης Π. Πλατάρος ΜΠΕ 4ιδακτικής ἆ Μεθοδολογίας των Μαθηματικών 
Ριαίαγος(ῶσπια[/.6ΟΊΙ 





Περίληψη: Τα παραδείγματα και τα αντιπαραδείγµατα κατέχουν 
κεντρικό ρόλο στην διδασκαλία των μαθηματικών εννοιών, καθώς μπορούν 
να τις καλύψουν διδακτικώς πλήρως. Παραλλήλως, η χρήση επίλεκτων 
παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων, µπορεί να ελαττώσει σηµαντικό 
µέρος της ισχύος σε συγκεκριµένα διδακτικά εμπόδια που παρουσιάζονται 
κατά την διδασκαλία , ενώ η πληρότητα κάλυψης των εννοιών, µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί και ὡς κριτήριο αξιολόγησης τῶν αντιστοίχων διδακτικών 
εγχειριδίων. 

Εισαγωγή: Όλοι συμφωνούν, ότι η διδασκαλία . θα πρέπει να 
επιτελείται µε τα «κατάλληλα» διδακτικά παραδείγματα Η επιλογή τους 
επαφίεται στην εμπειρία του διδάσκοντος και τῶν βιβλίων που έχει υπ΄ όψιν 
του. Μια συνέπεια αυτής της υποκειµενικότητας . είναι ότι ορισμένες 
έννοιες δεν καλύπτονται σε ολόκληρο το πλάτος και το βάθος τους µε τα 
παραδείγματα που διδάσκονται. Έτσι έχουμε δυσμενή µαθησιακά 
αποτελέσµατα στους µαθητές. Στην παρούσα εργασία, θα προσπαθήσουμε 
να αντικειµενοποιήσουµε και να περιγράψουμε σαφέστερα τα όρια των 
«καταλλήλων» παραδειγµάτων για κάποιες μαθηματικές έννοιες. 

Οι έννοιες και τα παραδείγματα: Κάθε μαθηματική έννοια χωρίζει 
τα μαθηματικά αντικείµενα στα οποία αναφέρεται σε δύο κλάσεις: Στην 
Κλάση των παραδειγµάτων (εΧαπιρΙες) που την πληρούν και στην Κλάση 
των αντιπαραδειγµάτων (οουπίετοχαπιρἰίος ή ποΠ οχαπηρίες!) που δεν την 
πληρούν. Διδακτικά. η µη χρήση αντιπαραδειγµάτων στην διδασκαλία τῶν 
μαθηματικών αφαιρεί από τον διδάσκοντα ένα µέρος τῆς διδακτικής του 
ισχύος . Με αυτή την οπτική, «φαίνεται παράξενο που η λέξη 
αντιπαράδειγµα απουσιάζει απὀ πολλά διδακτικά βιβλία μαθηματικών 
καθώς αυτό αποτελεί «εργαλείο σε ετοιμότητα» του διδάσκοντα. λ.χ σε 
λανθασμένο ισχυρισμό του µαθητή , ιδίως όταν ο ισχυρισμός ανήκει στα 
συνήθη, αναμενόμενα, γνωστά λάθη τῶν μαθητών. Όταν π.χ. ο µαθητής 





ΙΟ όρος «ποπ οχαιπρἰο» αναφέρεται συνήθως σε ορισμούς και ο όρος «οοιπίοΓοχαπηρἰθ» 
σε προτάσεις και θεωρήματα. Επειδή η μετάφραση ὡς «μη παράδειγµα») δεν στέκει καλώς 
στα Ἑλληνικά, θα μεταφέρουμε και τοὺς δύο ὀροὺς ὡς «αντιπαράδειγµα» 
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ισχυρισθεί, ότι «δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν δύο πλευρές τοὺς ίσες 
µία προς µία και απὀ µια γωνία 





τους ίση» τότε θα πρέπει να είναι . 


έτοιμος να σχεδιάσει το διπλανό 
σχήμα που αποτελεί το κλασικό 
αντιπαράδειγµα στον λανθασμένο 
ορισμό του μαθητή . όπου τα 
τριγ.ΑΒΓ και τριγ.ΑΒΔ πληρούν 
τις προὐποθέσεις του ισχυρισμού, Γ 











αλλά όχιτο συμπέρασμα. 

Ακόμα και στις µικρές βαθμίδες . το αντιπαράδειγµα αποτελεί 
«ετοιμοπόλεμο εργαλείο» του διδάσκοντα , όταν λ.χ. ο μικρός Κωστάκης 
στην πρόσθεση κλασμάτων επιμένει να προσθέτει ή να αφαιρεί αριθµητές 
µε αριθµητές και κ, µε παρονοµαστές. Πειστικά 


κα ρα α.,λα α α 
αντιπαράδειγµα δίνει η κλάση - ---Ἔπτ----- πο ---ξ-- µέσα από 


αρ 2 ϱ.2β β 


: . . : ο. ᾿ - 
την οποία ο διδάσκων µπορεί να παραθέσει το ο... όπου όλοι γνωρίζουν 


ότι κάνει 1 και ὀχιπάλι . που δίνει ο υπολογισμός του Κωστάκη , ενώ για 


την αφαίρεσ όλοι επίσης ξέρουν ότι ο απο .- που 
ην αφαίρεση ης «ὲρ πο ο χ 2 


υπολογίζει ο Κωστάκης µετον λανθασμένο τρόπο του. 

Γνωστικές συγκρούσεις µέσω αντιπαραδειγµάτων: Θεωρείται, 
ότι ο βασικότερος ρόλος ενός δασκάλου τῶν μαθηματικών, είναι να 
δημιουργεί, να εφευρίσκει και να ανακαλύπτει καταστάσεις που να ευνοούν 
την «σύγκρουση γνώσεων» Παλαιότερες εδραίες και πρωταρχικές γνώσεις 
που θεωρούνται «κοινέο και συνήθως έχουν καθιερωθεί και µε την 
βοήθεια των αισθήσεων, συγκρούονται µε την νέα γνώση που παράγεται µε 
σκέψη και συλλογισμό. Σε αυτή την διαδικασία το αντιπαράδειγµα κατέχει 
πρωταγωνιστικό ρόλο. Για παράδειγµα, οι µαθητές γνωρίζουν την 
πανάρχαια προφανή «κοινή έννοια) στον Ευκλείδη ότι «το όλον . μείζον 
του μέρους εστῦ Έτσι, δεν έχουν κανένα πρόβλημα να παραδεχθούν ότι 


χΣ σα για κάθε Χ. Οι ίδιοι µαθητές, παραλλήλως, γνωρίζουν πολύ καλά 


ότι -22-4 . Ἑδώ το αντιπαράδειγµα που θα προκαλέσει την γνωστική 
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. : . : : Ι 
σύγκρουση, συνίσταται στην εξεύρεση λύσης στην ανίσωση α« ο . η 


οποία αληθεύει για κάθε αρνητικό αριθµό. Να επισηµάνουµε όμως, ότι 
σύμφωνα µε την γνώµη πολλών ερευνητών, µόνο η παράθεση του 
αντιπαραδείγµατος δεν αρκεί για να προκαλέσει την γνωστική σύγκρουση , 
καθώς ο διδάσκων θα πρέπει να γνωρίζει καλώς τα λανθασμένα νοητικά 
μοντέλα που χρησιμοποιούν οἱ µαθητές, ώστε να σχεδιάσει τις αντίστοιχες 
δραστηριότητες γνωστικής ρήξης στο κατάλληλο πλαίσιο οι οποίες θα 
πρέπει να είναι όσο το δυνατόν εντυπωσιακές, άλλως υπάρχει ο κίνδυνος το 
παλαιό μοντέλο να παραμείνει αμετακίνητο ή (ακόµα χειρότερα) τα παλαιό 
να συγκατοικήσει µε το νέο. 

Ἡ πλήρης διδακτική κάλυψη µιας έννοιας, απαιτεί παράθεση 
αντιπροσωπευτικών παραδειγµάτων, δηλ. παραδειγµάτων που 
καλύπτουν την έννοια σε ολόκληρο το πλάτος και το βάθος της, όπως και 
σε όλες τις μορφές περιπτώσεων που µπορεί να θεωρηθεί , κατά το δυνατόν. 
Θα μπορούσε να ισχυρισθεί κάποιος, ότι µόνο τα αντιπροσωπευτικά 
παραδείγματα καλύπτουν επαρκώς µια έννοια και δεν χρειάζονται τα 
αντιπαραδείγµατα.  Διδακτικώς ὁόµωῶς, πάρα πολλά πράγματα 
ξεκαθαρίζονται από την επισήμανση όχι µόνο από το τι είναι κάτι, αλλά 
και από το ττι δεν είναι. Επομένως εξ ίσου αναγκαία είναι και η κάλυψη µε 
αντιπαραδείγµατα και μάλιστα απὀ «εφαπτόμµενα αντιπαραδείγµατα» τα 
οποία θα μπορούσαμε να τα θεωρήσουμε ὡς τα παραδείγματα που δεν 
πληρούν τον ορισμό ή τις υποθέσεις της προτάσεως παρά µία συνθήκη. 
Αυτά, δείχνουν την συνεισφορά και την αναγκαιότητα κάθε συνθήκης στο 
κτίσιμο µιας έννοιας και έτσι τελικώς, µε αντιπροσωπευτικά παραδείγματα 
και εφαπτόµενα αντιπαραδείγµατα, υπερκαλύπτουµε διδακτικά κάθε 
έννοια ή πρόταση. 

Μπορεί να γίνει πλήρως κατανοητή µια έννοια µόνο µε τον 
ορισμό της και χωρίς παραδείγµατα; Η εὐκολη απάντηση στο ερώτηµα 
είναι ότι τα παραδείγματα επιβάλλονται παιδαγωγικώς και επίσης ότι 
ορισμένα φωτισμένα μυαλά μπορούν να κατανοήσουν σπουδαία πράγµατα 
µε ελάχιστη ή και καθόλου εποπτεία. Για να δούµε τα όρια αυτής της 
άποψης, ας δώσουμε ένα παράδειγµα από τον Απειροστικὀ. Έστω η 
πρόταση: «Αν µία συνάρτηση { [α.1β] -υ|] είναι συνεχής , τότε στο α έχω 
τοπικό ακρότατο» Είναι αληθής; Ας δούµε πώς µπορεί να το προσεγγίσει 
διαισθητικά ένας µαθητής ή σπουδαστής σκεπτόμενος εποπτικά- 
γεωμετρικά: « Ξεκινώντας να σχεδιάζω την συνάρτηση από το σηµείο 
(α,ζα) ) και σε µια περιοχή του α «οσοδήποτε κοντά» , έχω τρεις δυνατές 
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επιλογές: Η να κατευθυνθώ προς τα πάνω (οπότε έχω τοπικό ελάχιστο) ή 
να προς τα κάτω (οπότε έχω τοπικό μέγιστο) ή να πάω οριζόντια, οπότε (µε 
την ευρεία) έννοια έχω πάλι τοπικό ακρότατο. Επομένως στο α έχω πάντα 
τοπικὀ ακρότατο» Όμως αυτή η σκέψη είναι λανθασμένη λόγω του 

















αντιπαραδείγµατος { ο, -» 
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ένας άνθρωπος, µπορεί να Ίο 





γνωρίζει άρισα την λεκτική 











διατύπώση του ορισμού της 
συνάρτησης , αλλά ὧν δέσµιος των 
περιορισμένων αντικειμένων της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, δεν µπορεί να 
φανταστεί ότι «οσοδήποτε Κοντά στο 0Ο» µπορεί να έχω ταλάντωση µε 
ετερόσηµες τιµές και άρα το (0, {0) δεν µπορεί ποτέ να είναι ακρότατο. 
Επίσης ισχύει, ότι σε οιοδήποτε υποδιάστηµα , οσοδήποτε κοντά στο 0 η 
συνάρτηση δεν είναι γνησίως μονότονη. Επιστημολογικώς έχει συμβεί κάτι 
που ιστορικά είναι γνωστό: «Σε ό,τι έχει να κάνει µε το άπειρο και το 
απειροστό, δεν πρέπει να εμπιστευόµαστε πολύ την φαντασία ή την 
διαίσθησή µας» Τα πρώτα νοητικά μοντέλα που αναπτύσσει ο εγκέφαλος 
για την συνάρτηση Και τα οποία φυσικά προέρχονται απὀ τα ίδια τα 
παραδείγματα συναρτήσεων, δεν συμπεριλαμβάνουν τις συναρτήσεις µε 
άπειρο μήκος σε ένα Κλειστό διάστηµα ή µε άπειρη ταλάντωση ή µη 
φραγµένης κυµάνσεως . Τέτοιες «παράξενες» συναρτήσεις δεν µπορεί να 
σχεδιάσει πλήρως ούτε ανθρώπινο χέρι ούτε Η/Υ. Οιλόγοι για τους οποίους 
όµως πρέπει να υπάρχουν κάποιες τέτοιες (λίγες συναρτήσεις σε ένα 
διδακτικό εγχειρίδιο . έστω χωρίς την απαιτούµενη ανάπτυξη ή 
«αυστηρότητα) είναι νομίζω προφανείς. 


Σχήµα 1. 


Ἡ έννοια της «ασύμπτωτης ευθείας σε συνάρτηση» και τα 
προβλήματά της: Η έννοια αυτή ετυμολογικώς παραπέμπει σε µια 
ευθεία που πλησιάζει στο άπειρο τη συνάρτηση, αλλά ποτέ δεν 
εφάπτεται σ΄ αυτή , πόσω δε μάλλον να την τέμνει. Ο σχετικός ορισμός 
δεν ξεκαθαρίζει τα πράγματα, καθώς η γεωμετρική μετάφραση -- 
αναπαράσταση της έκφρασης « πι] Τα) -(λα-Ε μ)]Ξ0»Ύια πολλούς 


µαθητές είναι ότι «η ευθεία δεν εφάπτεται µε την συνάρτηση ή --τελικά, 
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οριακά- εφάπτεται στο άπειρο» Έτσι, είναι πιθανόν µια λανθασμένη 
αυθαίρετη γενίκευση στο μυαλό κάποιων μαθητών τη βοηθεία και της 
ιδίας της λέξης «ασύμπτωτη» να οδηγεί στην πεποίθηση της µη επαφής. 
Αυτό, µπορεί να προληφθεί µε ένα παράδειγµα σαν το ακόλουθο: 





... 
χἙ--κίηχ αν χ-θ 
χ 














{10 ὸδἩ µε /{(0)Ξ 


» όπου η Ε είναι συνεχής 





0 αν κΞ0 


παντού και επιδέχεται και 
στο -Γοοκαι στο -οο Ως πλάγια 
ασύμπτωτη την ευθεία ΥΞχ. 
Ἡ ευθεία και η συνάρτηση 
έχουν άπειρα σηµεία τομής 
σε κάθε υποδιάστηµα 
ξεχωριστά (-οο, -Μ] και [Μ. 
Ἔοο) για οσοδήποτε µεγάλο 
και θετικό Μ. 

Οι διδακτικά σπουδαίες 
ιδιότητες της συνάρτησης 
του ΡΙΠΙΕΠΙεί : Μπορεί ένα και μοναδικό παράδειγµα να καλύπτει πολλές 
έννοιες του απειροστικού; Ἡ απάντηση είναι ότι αυτό είναι δυνατόν και 


αυτή είναιη συνάρτηση /(1) -- ο αν α΄ άρρητος 











| «Ανήκει στην ομάδα 
-ἶ αν α΄ µρητός 

των «παθολογικών συναρτήσεων» για τις οποίες ένοιωθε αποστροφή ο 
Ροίπζατε χωρίς όµως να υποψιάζεται την εμφάνισή τους µετά απὀ χρόνια 
σε πολλούς τοµείς του επιστητού. Αυτή, έχει πολλές ενδιαφέρουσες 
Ιδιότητες : 

ο Ἱστορικά, όταν τέθηκε στην μαθηματική κοινότητα, στάθηκε αιτία 
της διεύρυνσης του ατελούς µέχρι τότε (1537) ορισμού της 
συνάρτησης σε έναν πιο τέλειοίότι δηλ. είναι µια «αυθαίρετη» 
µονοσήµαντη αντιστοιχία) πριν φθάσει στον σύγχρονο ορισμό που 
έγινε απὀ τον ΗαιςάοτΏβ {ο 1914 µε την χρήση της έννοιας του 
διατεταγµένου ζεύγους .. Σύμφωνα µε την αναλογική εφαρµογή στην 
Διδακτική του Λβιογενετικοὐ νόµου ότι «Ἡ οντογένεση 
επαναλαμβάνει συντόμως την «φυλογένση) ο μαθητής θα 
κατανοήσει καλύτερα την έννοια της συνάρτησης µέσω και της 
συγκεκριμένης (ή όποιας άλλης τύπου ὨὈΙτιοΠ]εί) 
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Ἠταν το πρώτο ιστορικό παράδειγµα συνάρτησης που ορίζετο χωρίς 
κάποια συγκεκριμένη αναλυτική έκφραση. 

Ἠταν το πρώτο ιστορικό παράδειγµα συνάρτησης ασυνεχούς σε 
κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού τῆς και σε κάθε περιορισμό του. 

Η Γ΄ είναι ασυνεχής παντού, αλλά η [ῇ είναι συνεχής 
παντού.(Αντιπαράδειγµα στο αν ισχύει αντίστροφο σχετικής 
πρότασης) 

Αν οσ(α)--- {() τότε και η 6 είναι ασυνεχής παντού, αλλά η 


Ι5(ΧΞ-Ι είναι παντού συνεχής, όπως και η (Γ6)(3Ξ0. είναι παντού 


συνεχής . όπως και η ο ορ Ξ---Ι είναι συνεχής , όπως καιη(/Γοσ)(α)Ξ51.. 
4 


είναι επίσης συνεχής. (Ένα αντιπαράδειγµα για τέσσερις ισχυρισμούς 
ισχύος σχετικών αντίστροφων προτάσεων) 


Είναι περιοδική µε περίοδο οιοδήποτε θετικό ρητό αριθµό. 
(σύμφωνα µε άλλο ορισμό τῆς περιοδικής συνάρτησης, δεν είναι 
περιοδική διότι δεν έχει ελάχιστη θετική περίοδο.) 

Η ΓΣ. είναι συνεχής, ενώ η {είναι ασυνεχής.(Επίσης 
αντιπαράδειγµα σε ισχυρισμό ισχύος σχετικής αντίστροφης 
πρότασης) 

Ἡ {., χωρίς να είναι σταθερή, δεν είναι μονότονη συνάρτηση αλλά 
και δεν υπάρχει υποδιάστηµα του ΕΚ στο οποίο να είναι μονότονη. 

Ἡ {50 ορίζεται στο ΕΚ ενώ σε κάθε υποδιάστηµα του Ε., οσοδήποτε 
µικρό, περιέχονται άπειρες θέσεις ακροτάτων της Ε. 

Η {9 /α.β] είναι φραγµένη και δεν είναι ολοκληρώσιµη, όµμωςη /ῇ 
καθώς και η ᾖ{Γ είναι ολοκληρώσιµες(Αντιπαράδειγµα σε 
σχετικούς ισχυρισμούς ισχύος αντιστρόφων γνωστών προτάσεων) 


Αν {)- ἳ εν ὀρητος δεν πληροί τις προὐποθέσεις 


0 αν α΄ άρρητος 

του Θεωρήματος Βο[Ζζ8πο «στον μέγιστο δυνατό βαθµό»(: Ξ όχι 
συνεχής, όχι ετερόσηµες τιµές , όχι ορισμένη σε κλειστό διάστηµα) 
ενώ πληροί το συμπέρασμα επίσης «στον μέγιστο δυνατό 
βαθµό»(:Ξέχω όχι µία τουλάχιστον ρίζα, αλλά άπειρες και δη 
υπεραριθµήσιµες) , πράγµα που την καθιστά «ιδανικό παράδειγµα» 
για την µη ισχύ του αντιστρόφου του θεωρήματος. (Ικανές, αλλά όχι 
αναγκαίες συνθήκες) 
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Ο µρύλος τῶν «συνήθων λαθών σε σχέση µε τα 
αντιπροσωπευτικά παραδείγματα: Θεωρητικώς, οι δυνητικά 
λανθασμένες απαντήσεις σε συγκεκριμένες ερωτήσεις περί τα μαθηματικά, 
συνιστούν ένα σύνολο πολύ μεγάλου πληθικού αριθμού . Στη 
πραγματικότητα οι λανθασμένες απαντήσεις, είναι εξαιρετικά 
περιορισμένες σε αριθµό και μάλιστα επαναλαμβάνονται επιµόνως από 
πολλές γενιές μαθητών. Σχεδόν όλα αυτά τα «επίμονα λάθη» αποδίδονται 
σε διδακτικά (ή γνωστικά) εμπόδια δηλ. σε επιστηµολογικά εμπόδια. Κατά 
γνώµη του γράφοντος, ορισμένα από αυτά έχουν υπερεκτιµηθεί .αφού το 
εμφανιζόµενο ως καθαρό επιστηµολογικό εμπόδιο είναι µόνο γλωσσικό και 
αίρεται µε κατάλληλο παράδειγµα. Ἠδη έχουµε επεξεργαστεί το θέµα της 
«ασύμπτωτης» όπου στα Ελληνικά πράγματι αποτελεί διδακτικό εμπόδιο 
αφού η λέξη παραπέμπει στην µη σύμπτωση, άρα αποκλείεται να υπάρχουν 
κοινά σηµεία συνάρτησης και ασύμπτωτης, πράγµα που όπως δείξαµε δεν 
συμβαίνει. Στον Αγγλόφωνο µαθητή, ο ίδιος όρος είναι «αδγπιρίοίο» ο 
οποίος ὡς Ελληνικός, ετυµολογικώς, δεν του λέει απολύτως τίποτα , άρα 
δεν αποτελεί ιδίου βαθμού διδακτικό εμπόδιο γι αυτόν (ένα µέρος του 
εμποδίου δεν είναι γλωσσικό) 

Άλλο παράδειγµα είναι η έννοια της λέξης «συνεχής», όπου στα 
Ἑλληνικά (αλλά και σε άλλες γλώσσες) είναι συνυφασμένη µε την έννοια 
της συνεκτικότητας (δηλ. του «μονοκόμματου» ) Επομένως, το γιατί οἱ 
ακολουθίες είναι «συνεχείς συναρτήσεις», είναι το πρώτο γνωστικό εμπόδιο 
που θα αντιμετωπίσουν στο πρώτο έτος σπουδών τους στα ανώτερα 
Μαθηματικά, αφού η έννοια τῆς συνέχειας στο Λύκειο «βάσει αναλυτικού 
προγράµµατος σπουδών, ορίζεται µόνο για συναρτήσεις µε πεδίο ορισμού 
διάστηµα ή ένωση διαστημάτων. Κάποιες φορές «ορισμένοι µαθητές, δεν 
αντιλαμβάνονται τις ακολουθίες ὡς συναρτήσεις, πιθανώς και λόγω 
διαφορετικού συμβολισμού. Γι΄ αυτούς τους µαθητές, είναι ακόµα πιο 
δύσκολο να αντιληφθούν τις ακολουθίες ὡς συνεχείς συναρτήσεις, ιδίως, 
όταν υπάρχει η πλάνη ότι «οι συνεχείς συναρτήσεις σχεδιάζονται µε 
μονοκονδυλιά στο πεδίο ορισμού τους Όταν γίνει επίκληση του 
αντιπαραδείγµατος ότι και µια πολυωνυµική συνάρτηση µε πεδίο ορισμού 
το 1 δεν µπορεί να σχεδιαστεί µε μονοκονδυλιά λόγω απειρίας του μήκους 
της, το γνωστικό εμπόδιο δεν αίρεται, και γίνεται µια αναδιατύπωση του 
τύπου «κάθε συνεχής συνάρτηση µε πεδίο ορισμού σύνολο πεπερασµένου 
μήκους (Ξ μέτρου) γράφεται µε μονοκονδυλιώ) Αν εδώ παρατεθεί το 
αντιπαράδειγµα (Ξαντιπαρατεθεί το παράδειγµα) της 
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ο ασ κο ο. μί[-1. Ε1]- {012 όπου 
Χ 


η Γ είναι συνεχής σε Κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της , όµως στο 0 
παρουσιάζει «άπειρο πήδημα» και άρα δεν µπορεί να γραφεί µε 
µονοκονδυλιά, πάλι δεν αίρεται το εμπόδιο, αφού συνηθέστατα έχω και 
νέα αναδιατύπωση ότι «κάθε συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε κλειστό 
διάστηµα. γράφεται µε μονοκονδυλιά» Και πάλι όµως, δεν είναι 
ικανοποιητικά τα πράγματα, αφού η εξωµαθηµατική έννοια της 
«μονοκονδυλιάς» παραπέμπει µεν σε συνεκτική γραµµή . αλλά µπορεί να 
έχει άπειρο μήκος (µη σχεδιάσιµη από άνθρωπο ή Η/Υ) ή µπορεί να έχει 
μεν πεπερασμένο µήκος, αλλά να παρουσιάζει άπειρη ταλάντωση (άρα πάλι 
δεν µπορεί να σχεδιαστεί ικανοποιητικά απὀ άνθρωπο ή Η/Υ) Η δοξασία 
της «μονοκονδυλιάς)» σε κλειστό διάστηµα , παραμένει ισχυρή και αίρεται 
µόνο µε παράδειγµα συνάρτησης µε άπειρα ακρότατα σε κλειστό διάστηµα 
» όπως αυτή στο σχήµα | ,. όπου φυσικά δεν ασχολούμαστε µε απόδειξη 
και το παράδειγµα γίνεται αντιληπτό διαισθητικἀ. Ἡ ανακρίβρεια της 
«μονοκονδυλιάςο για συνεχή { σε κλειστό διάστηµα, ίσως είχε το 
ελαφρυντικὀ της εξωµαθηµατικής έκφρασης, αλλά και τη έκφραση 
«μονοκόμματη γραμμή») είναι κι αυτή εξωµαθηµατική , όµως ακριβέστερη 
και προσεγγίζει κάπως ικανοποιητικότερα την έννοια της συνεκτικού 
γραφήµατος απὀ την «μονοκονδυλιώὼ Από την άλλη όμως, υπάρχει 


1 
ἵῃ -- -0 
συνάρτηση όπως η {Γ:[01]-»Κ µε Γί4)Ξ ων καν » που δεν 


0 αν χκΞῦθ0 


είναι συνεχής στο 0 «αλλά έχει συνεκτικό γράφημα , πράγµα που 
υποδεικνύει ότι η χρήση εξωμαθηµατικών εκφράσεων πρέπει να γίνεται µε 
εξαιρετικά µεγάλη φειδώ και µόνο όταν γνωρίζουμε απολύτως σφαιρικά 
ένα θέµα. 

Διαπιστώσεις προτάσεις: Ἡ έννοια του αντιπαραδείγµατος ὡς 
αποδεικτικού µέσου σε λανθασμένες γενικεύσεις, είναι µια διεπιστημονική 
έννοια που εφαρµόζεται σε όλες τις φυσικές και κοινωνικές επιστήµες, στην 
Λογική και στην Φιλοσοφία , ουσιαστικά σε κάθε τοµέα του επιστητού. 
Στην Επιστημολογία και μάλιστα στο ρεύμα της διαψευσεοκρατίας, όπου 
επιστημονικό χαρακτηρίζεται το διαψεύσιµο και ότι η επιστήµη προχωρά 
µε δοκιµές και σφάλματα, το αντιπαράδειγµα κατέχει κεντρική θέση. Αυτή 
η διαπίστωση , καθιστά αδήριτη ανάγκη την εννοιολογική εισαγωγή του 
αντιπαραδείγµατος στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση «ως εργαλείου 
ανταπόδειξης σε λανθασμένες εικασίες, ισχυρισμούς και γενικεύσεις είτε 
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αφορούν τα μαθηματικά είτε όχι. Κατά την γνώμη µας, τα σχολικά βιβλία 
όλων των βαθμίδων, θα πρέπει να εμπλουτιστούν και µε αντιπαραδείγµατα 
. να τα ονοματίσουν «ως τέτοια και να αναδειχθεί η αξία τους ὣς 
ανταποδεικτικών µέσων σε προτάσεις του τύπου «όλα τα στοιχεία χ του 
συνόλου Α έχουν την ιδιότητα Β» ὡς ανακάλυψη ενός νε «άπου δεν έχει 
την ιδιότητα Β. Πιθανόν στις µικρές βαθμίδες τῆς εκπαίδευσης θα πρέπει να 
µπει µόνο στο βιβλίο του διδάσκοντα και να υπάρξει µια κλιμάκωση. 

Το σηµαντικό είναι . ότι ακόµα και η ύπαρξη ενός και μόνου αξιόλογου 
παραδείγματος στο διδακτικό υλικό, µπορεί να υποψιάσει και να 
εμπνεύσει πολλαπλώς έναν μαθητή. Για παράδειγµα η εισαγωγή της 
«νιφάδας του Κοομ» σε µια άσκηση του βιβλίου της Β΄ Λυκείου, υπήρξε 
εξόχως σηµαντική , καθώς μµυεί τον μαθητή στην ύπαρξη μαθηματικών 
αντικειμένων µε άπειρη περίµετρο και πεπερασμένο εμβαδόν. 

Επομένως, η εισαγωγή στα διδακτικά βιβλία των μαθηματικών , 
ορισμένων επί πλέον ευάριθµων παραδειγµάτων, ελεγµένων και 
αξιολογηµένων επιστηµονικώς και διδακτικώς ,διευρύνει το γνωστικό πεδίο 
των μαθητών διευκρινίζει δυσδιάκριτες πτυχές των εννοιών και αίρει µέρος 
τουλάχιστον της ισχύος σε συγκεκριµένα διδακτικά εμπόδια. Παράλληλα, 
η πληρότητα κάλυψης των εννοιών και των προτάσεων του βιβλίου µε 
παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα . µπορεί να αποτελεί ένα βασικό 
κριτήριο αξιολόγησήςτου. 


Βιβλιογραφικές και διαδικτυακές αναφορές: 


6ΠαΙπιεγς Α. «Τί είναι αυτό που λέμε Επιστήμη,» Πανεπιστημιακές 
εκδόσεις Κρήτης Ηράκλειο 2001 (σελ.57-! 1 8) 

Γαγάτσης «4.«Λιδακτική των Μαθηματικών) Θεωρία -Ἔρευνα , 
Θεσσαλονίκη 1905 (σελ.2309-258) 

Κολέζα Ε. «ᾗ νωσιολογική και Διδακτική προσέγγιση των στοιχειωδών 
μαθηματικών εννοιών» Αθήνα 2000 (σελ.53-62) 

Πλατάρος ὮἢΙ.«Ἡ Διδασκαλία του Απειροστικού Λογισμού µέσω 
Αντιπαραδειγµάτων» διπλωματική εργασία στο ΜΠΕ «Διδακτική ὅς 
Μεθοδολογία των Μαθηματικών» του Μαθ/κού Τµήµατος του Παν. 
Αθηνών -2004 

Διατίθεται σε: Υνν/.πιαίΠ.οα.στ/πιε/αἱρΙ/4ἱρΙ ρ]αίατος.ράξ 

Πλατάρος ᾖΙ.:«Διδακτικά εμπόδια στην έννοια της ασύμπτωτης 
συνάρτησης) εργασία. Διατίθεται: Ὀτιείοαςα.ραίπΠπάετ.στ/ἀον/π]οαά/5»1157 
Σπύρου Π. - Γαγάτσης 4. «Φδυνάρτηση: Επιστημολογική διάσταση και 
Διδακτική µεταφορά της» 

διατίθεται: Πᾶρ://ν/νννν.πιαίῃ.αοα.στ/πιο/{αοιΠΗγ/ςρίτοι/Ρργτοιύῶθβ ράξ 
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ΗΠΊΠΙΑΕΥ: Τηο οχαπιρ]ες απά ἴἴε εοιπίοτεχαπηρ]ες ΡἱΥ Ἱἱπιροτίαπί 
τοἰε {π {11ο {οβομίπρ ΟΕ πιαίπεπηα!ίο «οπεερίς. απά {πευ ο8π οοπαρ]είεΙγ οονοτ 
ἴποπι ἁἰάαςίϊςοα]]γ. Αί ἴῑε 5απιο {1πιο, ἴΠο 5ο ΟΓ 5εἰεοίοά οχαπαρἰες απἀ 
εοηπίεΓεχαΠηρ]θς, 68Π ἆεοίοαδε Ἱπιροτίαπί ρατί οἳ Ίοτοο Ιπ εοπετείαΙγ 
Ιηςίπιοίίνε οὈρίαο]ος {ἶιαί ατο Ρτοεδεπίοά αἱ ἴ]ε ἰοαοΠίης, /πΙ]ο {Πο Ρἱοπίαάα 
οἳ οονετίπς οἱ οοπεερίς , 8η Όε αἶ5ο δεί ας οτΙετίοη οἩ ονα[ηαίίοη οἳ 
οοιτεδροπά(ῃς Ιηςίπαοίῖνο Παπάροοκς. 


























Σεμινάριο εξαµηνισίας διάρκειας μαθηματικών 
Διοργάνωση: Τμήμα μαθηματικών Πανεπιστηµίου Αθηνών 





Των: Βασιλείου 8. Κατωπόδη 
Ἰωάννη Π. Πλατάρου 


ἩΗαρουσίαση µαθήµατος εισαγωγής στους 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΥΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥΣ Τ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
µε διαδικασίες επίλυσης προβλήματος, 


Επιβλέπων καθηγητής: 
ΝΙΚΟΣ ΚΛΑΟΥΛΑΤΟΣ 





ΑΘΗΝΑ 
ΦΕΒΡΟΥΑΡΙΟΣ 2000 
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ΕΕ3.49 Ε (3:41 


τά] 5 9) 
Εξ δι 35.8] χ 
κ Μας) Γι. 3) 
ὃν ραρφ 144 
ο ο 
η κε 
καθ 


« Ν΄ 
[σον Το 


Ι.. Στο πιο πάνω σχήμα, οι συντεταγμένες καθενός από τα σημειούμενα σηµεία 
Ε.Ε,......,Ῥ αλλά και οιουδήποτε τυχόντος άλλου Τ(ΧΨ) ικανοποιούν την 
εξίσω 





2. Για κάθε ένα από τα σηµεία Ε.Ε,(.....Ρ και Τ εφαρμόζω την εξής διαδικασία : 
“Διπλασιάζω την τετμηµένη (:χ) αφήνοντας σταθερή την τεταγµένη {: ψ) 
Να βρείτε πάνω στο σχήµα σας τα προκύπτοντα νέα σηµεία Ε΄. Ε’......Ρ΄με 
την προηγούµενη διαδικασία και στη συνέχεια, να ενώσετε µε ένα βέλος κάθε 
παλιό σηµείο µε το αντίστοιχο νέο. 
Τι µεταβολή μπορούμε να πούμε ότι υπέστη ο κύκλος; 
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Ποιά αλγεβρική σχέση συνδέει τις καινούργιες συντεταγμένες χ’. Ψ᾿, µε τις 
παλιές χ, ψ.; 


Χρησιμοποιώντας τις προηγούμενες σχέσεις, να βρείτε την εξίσωση µε την 
οποία συνδέονται τα χ΄, Ψ΄, λαμβάνοντας υπ΄ όψιν την εξίσωση µε την οποία 
συνδέονται τα χ.Ψ. Ποίο είναι το είδος της καμπύλης που προέκυψε από τον 
εφαρµοσθέντα μετασχηματισμό: 


! -/ 
--αὑ- 











ΒΑΣΙΚΟΙ ΓΕΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΜΕΤΑΙΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 
ποστ πσσσ-π--τττα τι ΠΕ ΤΑ ΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 








5 Στο παραπάνω σχήμα φαίνεται η εφαρµογή του γνωστού μας 
μετασχηματισμού Τ: "κάθε σηµείο του επιπέδου απεικονίζεται στο 
συμμετρικό του ὡς προς το άξονα χχ" 


Α) Να γράψετε τις σχέσεις που συνδέουν τις καινούργιες συντεταγμένες χ’ ψ΄µε τις 


παλαιές χ.ψ. 


Στη συνέχεια να τις γράψετε υπό µορφή συστήµατος και να βρείτε τον πίνακα του 
μετασχηματισμού. 




















παοαε-Ἔε σεν 


ο Ἡ ΣΡΣΕΕ ΗΕ ΓΕ Β Β Β Επη πη 
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Γ2: ος κάθε σηµείο του επιπέδου απεικονίζεται το συμμετρικό του ὡς προς την αρ ῄ 
κ” | 5 ς χη 
τῶν αξόνων ο(ο 0). π 














Τ3:"Σε κάθε σηµείο του επιπέδου απεικονί 
ευθεία ψ-χ (πρώτη διχοτόµο των αξόνων)" 


ζεται το συμμετρικό του ως προς την 








». ΗΣΤΡΟΦΗ 





Στο παραπάνω σχήµα, το σχήμα, το σηµείο Μ(χψ) στρέφεται κατά γωνία ϐ, µε 
Κέντρο το Ο και ακτίνα ΟΜΞΡ. 


Γ) Να εκφρασθούν οι χ.Ψ΄ συναρτήσει των χ.Ψ. και ϐ. 
Δ) Να βρεθεί ο πίνακας του μετασχηματισμού. 


5 Για τον τυχόντα γραμμικό µετασχη ματισμό 
.ν α 
ψΨ 4 ψ 


Βρίσκουµε τις εικόνες των σηµείων Α(1:0) και Β(ο, 1) των µοναδιαίων διανυσμάτων ἱ 
και |.) 


α) Εκ του αποτελέσματος, µπορείτε να διατυπώσετε έναν µνηµονικό κανόνα για τους 
πίνακες χαρακτηριστικών μετασχηματισμών: 


Β) Να εφαρµόσετε τον παραπάνω κανόνα για τον πίνακα της "στροφής". 





παππαπαπασπαπ σπσπασσαα ας π πι πι. 


1Η ΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΜΕΤΑΙΣΧΗΜΑ ΤΙΣΜΟΙ 
τπτ το αι. Ι ι Ας νΗΜΙαΤΙΣΜΟΙ 
(ΕΙΣΑΓΩΓΗ) 


ΗΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ ΓΙΑ ΤΟΝ ΚΑΘΗΓΗΤΗ (Ἡ διδακτική ώρα) 


Α. Ο Καθηγητής διανέμει το φύλλο εργασίας (από ένα σε κάθε μαθητή) και ζητά να 
απαντήσουν οἱ µαθητές στο ερώτημα 1 το οποίο συνιστά υπενθύμιση γνωστού 
(κύκλος -- εξίσωσή του). 


Β. Αφού βεβαιωθεί ότι όλοι οι µαθητές έχουν απαντήσει (αναμενόµενος χρόνος 
απάντησης 2 λεπτά, γράφει στον πίνακα τις σὠστές απαντήσεις και ζητά να 
προχωρήσει όλη η τάξη στην διαπραγμάτευση του 2. Στο τελευταίο υποερώτηµα του 
2 δέχεται όλες τις εξωμαθηµατικές ορολογίες για απαντήσεις (π.χ. " τεντώθηκε". 
"τραβήχτηκε". "επιμηκήθηκε". "έγινε σαν αυγό". “"παραμορφώθηκε". "έγινε έλλειψη”) 
τις οποίες και γράφει στον πίνακα. 
ο. Επισημαίνει ότι η τελευταία πιθανή απάντηση χρήζει αποδείξεως. 
9. Με την "μαιευτική μέθοδο” θέτει ερωτήσεις ώστε να αποσπασθεί ο ορισμός 
του μετασχηματισμού ὡς συνάρτηση. 
- Ο κύκλος είναι σύνολο; 
-. Τονέο σχήµα είναι σύνολο; 
Κατά την διαδικασία χάθηκε κάποιο σηµείο; 
Όλα τα αρχικά σηµεία έχουν αντίστοιχο: 
- Ένα αρχικό σηµείο πόσα αντίστοιχα έχει; 
Πως είναι ήδη γνωστή η προηγούµενη διαδικασία: 


Γράφει στον πίνακα τον ορισμό του γεωμετρικού μετασχηματισμού.που βρέθηκε µε 
την βοήθεια των μαθητών. 
Επιδεικνύει το παράδειγµα µε το πλέγμα στο έδαφος. (Διαφάνεια 1) 
 Ν 
5 Ζητά από τους µαθητές την διαπραγμάτευση της 3. 
.. ΤΓράφειτην τελική απάντηση στον πίνακα (έλλειψη) όπως και την εξίσωσή 


της. 
Δείχνειτο πώς η σχέση υ | ισοδυναμεί µε 
ψΨ-2ψΨ 
χκξ]κ-0οψ αν ΙΙ. 0:11 
ί-, . 0 
ψ-ο.χ-2ψ ψ]]1ο 2]ιψ 
ο. Ορίζει τις έννοιες " γραμµικός μετασχηματισμός ". " πίνακας γραμμικού 


μετασχηματισμού” δείχνοντας την ισοδυναμία: 


-π - ΠΗΊΕ 
ψΨ'--7Χ :δψ ψ] 1 δ|]ψ 


ο Δ. Ζητά την διαπραγμάτευση του 4 θέµατος τῶν βασικών 
γεώμετρικών μετασχηματισμών στο διανεµηθέν φυλλάδιο. 


-- 


ο Επιδεικνύει τους μετασχηματισμούς ενός τετραγώνου πλαισίου -- 
πλέγματος μέσω της οπτικοποίησης που παρέχουν τα διανύσματα 


Α4'όπου Α: αρχική θέση. και Α΄: τελική θέση σηµείαυ.(Διαφάνειες 2 
και 2) | 
Δηλαδή: Κάθε μαύρο πλέγμα έχει 25 σηµεία τα οποία µέσω του διπλανού 
πίνακα της γραμμικής απεικόνισης πηγαίνουν σε µια νέα θέση. Από κάθε 
αρχικό και τελικό σηµείο δημιουργούνται 25 διανύσματα τα οποία 
οπτικοποιούν το είδος της μεταβολής που δημιουργεί ο πίνακας στο επίπεδο. 


παπα α α παπα πα α αι. . 
























β4 τα 
άρου. 


Τῶν Βασιλείου Ξ. ατωπόδη Ιωάννη Π. Πλα 














1. Ἡ ΘΕΩΡΙΑ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ ΓΝΩΣΗΣ (Κονστρουκτιβισμός) 


Ἡ νεώτερη θεωρία που αφορά τις μαθησιακές διαδικασίες και ειδικά το πώς μαθαίνει κάποιος 
Έχει να κάνει µε «χτίσιμο της γνώσηςρ ή την «κατασκευή της γνώσης». Αυτή. δεν 
πραγµατώνεται, ούτε µε µεταφορά γνώσεων, ούτε µε µεταφορά εμπειριών, αλλά κατακτάται 
ενεργητικά από τον υποκείµενο στη μάθηση. Επίσης η ἴδια η γνώση καθ΄ εαυτή, δεν επιτελείται με 
την ανακάλυψή της απ΄ τον γνώστη ὣς προὐπάρχουσα, ανεξάρτητη απ΄ αυτόν. Η γνώση πλέον 
νοείται ὡς διαδικασία προσαρμογής στον κόσμο τῶν εμπειριών κατά παράλληλο και αντίστοιχο 
τρόπο µε την «κοινωνικοποίηση» η οποία νοείται ὡς η διαδικασία προσαρμογής του ατόµου στην 
κοινωνία. 

Έτσι, όπως ακριβώς η Κοινωνιολογία νοεί την «κοινωνικοποίηση» ὡς µια ενεργητική 
διαδικασία ενός ατόμου, όμοια και ο κονστρουκτιβισµός εννοεί την γνώση ὡς ενεργητικά 
αποκτούµενη, κατασκευαζόµενη. και βέβαια ο μονόδρομος γι΄ αυτή τη διαδικασία είναι η 
κατασκευή της µάθησης µέσα από διαδικασίες επίλυσης προβλημάτων. 

Αν δεχθούμε τις προηγούμενες αρχές, είναι φανερό ότι η έκφραση «κατανοώ την έννοια πχ. της 
απόλυτης τιμής) χάνει την απόλυτη σημασία της και το νόηµά της προσδιορίζεται από την ίδια 
την χρήση της έννοιας µέσα στην ίδια την τάξη, απ΄την ίδια την μαθητική κοινότητα, η οποία 
και την «νομιμοποιεῦ µέσω της χρήσης της και τῆς ανταλλαγής απόψεων μεταξύ των μαθητών 
επ΄ αυτής. 

Ἡ κονστρουκτιβιστική έρευνα, έχει επηρεάσει και την διδακτική πρακτική και την κατεύθυνση 
της μαθηματικής εκπαίδευσης, αφού μελετά τις νοητικές παραστάσεις πάνω στις οποίες χτίζονται 
Οἱ έννοιες ή και τα «νοητικά αντικείμενα» που τις παριστούν, Επίσης µελετά το πώς από αυτές 
τις έννοιες, µε συνεχείς αφαιρέσεις, χτίζονται ανώτερες έννοιες, ανώτερης τάξης, µια 
διαδικασία που περιγράφεται µε τον όρο αναστοχαστική αφαιρετική διαδικασία (τοβεοίϊνε 
αὈςίτασίῖοπ). 

Ως παράδειγµα επί των προηγουμένων, αναφέρουμε την έννοια «απόσταση» και την νοητική 
παράσταση της έννοιας αυτής, η οποία µπορεί να είναι π.χ. µια εικόνα ενός ευθυγράµµου τµήµατος 
(απόσταση μεταξύ δύο σημείων) ή παράσταση - εικόνα ευθυγράµµου τµή µατος καθέτου σε ευθεία 
(απόσταση σηµείου απὀ ευθεία). Ως νοητικά αντικείµενα της προηγούμενης έννοιας µπορεί να 
είναι τα σύμβολα |χ| (απόλυτη τιµή του χ- απόσταση του αριθμού χ από το Ο) |α-β| {: απόσταση 
των αριθμών αἱβ) ή ά(χψ) (: γενίκευση της έννοιας απόσταση µε χρήση των ιδιοτήτων της 
µετρικής) ἤ ακόµα σύνδεση της έννοιας µε την έννοια της νόρμας(:4(χΨ) -- ἴχ-ψ[) ή ακόµα 
σύνδεση και μετεξέλιξη της έννοιας «απόσταση» -- «νόρμα» --«εσωτερικό γινόμενο» «τετραγωνική 
µορφή» µέσω τῶν ταυτοτήτων {: νοητικά αντικείμενα) 


ἀ(οψ) 5 Ιἰχψί, Ιχντα. Τ(05Ε(Χ) 

όπου η έννοια «απόσταση» έχει έννοια ακόµη και για χώρους όπου δεν υπάρχει εποπτεία χε". 
π”3) ούτε είναι δυνατόν να υπάρξει επαρκές εποπτικό μοντέλο. (π.χ. αποστάσεις στην Υπερβολική 
Γεωμετρία). 


2. Η ΕΝΕΡΓΗΤΙΚΗ ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑ 
Γενικά η ενεργητική διδασκαλία εστιάζεται στις παρακάτω ενέργειες του καθηγητή όπου η 
κάθε µία προὐποθέτει παραδοχή αναλόγων αντιλήψεων : Έτσι: 


Α) Η διδασκαλία εκκινεί µε ασυνήθη προβλήµατα, χωρίς να έχουν διδαχθεί πριν οι απαραίτητες 
έννοιες και οι αλγόριθμοι. 





α.”. Ὁ ο. 
Επ π π ἩἙ ἨἩ Β ΒΒΗ ΗΒ ΝΗ ΠΠ Πω ω 


9 Αυτό σηµαίνει, ότι οι µαθητές μπορούν να λύσουν προβλήµατα, ας µην γνωρίζουν τα 
συνήθως θεωρούµενα εκ των προτέρων «απαραίτητα». 

Β)Το διδακτικό υλικό και η διδασκαλία, προσαρμόζονται με το περιβάλλον της τάξεως τις γνώσεις 
του καθηγητή και τα ενδιαφέροντα των μαθητών. 

5 Αυτό σηµαίνει ότι τα Μαθηματικά πρέπει να διδάσκονται σε γνώριµα πλαίσια των μαθητών 
και να λαμβάνουν υπ΄ οψιν τους την γλώσσα τους, τα πολιτισμικά τους στοιχεία και την 
καθημερινότητά τους. 


Γ) Η διδασκαλία γίνεται µε πολλαπλές επιλογές εκ µέρους του καθηγητή (εξατομικευμένη 
διδασκαλία .. εργασία σε οµάδες, συζήτηση µε όλη την τάξη). 
5 Αυτό σηµαίνει ότι οι ατοµικές διαφορές στη μάθηση απαιτούν διαφορετική οργάνωση της 
τάξης. 


Δ) Η τάξη γίνεται «μαθη µατική κοινότητα» καιο δάσκαλος τῶν μαθηματικών χτίζει και αξιολογεί 
πάνω στις μεθόδους και λύσεις των μαθητών. 

ο Αυτό σηµαίνει ότι οι εικασίες που αναπτύσσονται. προωθούν και ελέγχουν την μάθηση. ο δε 
δάσκαλος είναι κάθε στιγµή δεκτικός στις προτάσεις των μαθητών. 


Ε) Η διδασκαλία γίνεται µε Εστίαση και τονισμό των κεντρικών μαθηματικών εννοιών. 

5 Αυτό σηµαίνει ότι τυποποιηµένοι αλγόριθμοι και απομονῶω µένες περιοχές των μαθηματικών δεν 
προσφέρονται για παρουσίαση των σημαντικών ιδεών. Αντιθέτως, η ολιστική αντίληψη και 
αντιμετώπιση των μαθηματικών είναι κεντρική επιλογή της διδασκαλίας. 


Στ) Η χρήση άτυπων μορφών αξιολόγησης, επιδρά στις διδακτικές επιλογές. 

9 Αυτό σηµαίνει ότι η άµεση παρατήρηση του τρόπου δράσης και σκέψης τῶν μαθητών την 
στιγµή που ἑργάζονται δίνει όλες τις ευκαιρίες ανάδρασης στον καθηγητή για την βελτίωση 
ή και αλλαγή του τρόπου οργάνωσης της διδασκαλίας. 


7) Οι µαθητές πρέπει να ενθαρρύνονται σε αναστοχασµό πάνω στις δραστη ριότητες και στη 
μάθηση. 

ο Αυτό σηµαίνει ότιο αναστοχασµός είναι απαραίτητο εργαλείο Ύια να γίνει αναθεώρηση, 
καλλίτερη κατανόηση και διασύνδεση των μαθηματικών εννοιών. 


3. ΤΟ ΓΕΝΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΟΝ ΣΤΙΣ ΔΙΑΛΙΚΑΣΙΕΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ. ΤΟΥ ΜΑΘΗ- 
Ἡ εισαγωγή του κεφαλαίου των γεὠμετρικών μετασχηματισμών µε διαδικασίες επίλυσης 
προβλήματος, αλλά και κάθε µαθήµατος μαθηματικών γίνεται έτσι ώστε 
ΟΜΑΘΗΤΗΣ: 

- Καλείτι να διαβάσει το πρόβλημα. να κάνει διευκρινιστικές ερωτήσεις . να σχεδιάσει 
και να αποτυπώσει τις πληροφορίες που θα του παρασχεθούν µέσω του προβλή ματος. 

-.. Καλείται να εργασθεί μόνος ή καλύτερα καθ)᾽ομάδας.. 

-.. Καλείαι να συζητήσει την λύση του , να εικάσει, να προσπαθήσει να γενικεύσει ή και να 
αναλύσει την πορεία που έχει ακολουθήσει µέχριτην λύση. 


-. Να ενθαρρυνθεί σε συμμετοχή στο µάθηµα, µέσα από την «κατασκευή της γνώσης» 
ακόµα και όταν δεν έχει πλήρη ή επαρκή μαθηματική υποδοµή. δη παρατηρείται το 
φαινόμενο της αξιοσηµείωτης συμμµετοχῆς «αδύνατῶων» μαθητών σε διαδικασίες επίλυσης 
προβλήματος, οι οποίοι -- είναι βέβαιον -- θα αδιαφορούσαν εάν το µάθηµα είχε εισαχθεί µε 


κ 


το παραδοσιακό μοντέλο διδασκαλίας ( π.χ δασκαλοκεντρική διδασκαλία). Εξάλλου η 





εισαγώγή βασίζεται αυστηρά σε προὔπάρχουσες γνώσεις και η νέα γνώση κτίζεται 
αποκλειστικά πάνω στις παλιές. 


Χα ενθαρρυνθεί στην δεξιότητα επίλυσης προβλημάτων, αφού ο με τλιγγιώδεις ρυθμούς 
αναπτυσσόµενος κόσμος µας, απαιτεί διαρκή προσαρμογή του κάθε προσώπου µέσα από 
διαδικασίες επίλυσης προβλήματος στο ευρύτερο και στενότερο εργασιακό του περιβάλλον. 
Ἡ δια βίου εκπαίδευση είναι κάτι που οἱ παρούσες κοινωνικές αντιλήψεις θεωρούν πλέον 
ὡς φυσιολογικό, πρέπον, ευκταίο και επιδιωκόµενο απ΄όλους, ενώ ἤδη στις αρχές µόλις τῆς 
δεκαετίας του ΄60 η φράση «δια βίου εκπαίδευση» ηχούσε ὡς υπερβολή των διαφόρων 
φιλοσόφων -- μελλοντολόγων της εκπαίδευσης. 


Να ενθαρρυνθεί σε ομαδική εργασία, Κάτι που µπορεί να γίνει π.χ. µε το τέχνασμα της 
διανομής ενός φύλλου εργασίας ανά δύο µαθητές. Είναι προφανές ότι αυτό συμβάλλει στην 
κοινωνικοποίηση του κάθε προσώπου και επίσης δρα ὡς αντίρροπος παράγοντες στην γενική 
τάση του Έλληνος να δρα κατά µόνας, αφού η εσῶστρέφεια και ο εγώκεντρισµός μπορούν 
να χαρακτηρισθούν ὡς «εθνικά ελαττώματα).Παράλληλα η νέα γνώση ενσωματώνεται 
επίσηµα ὡς γνώση της μαθητικής κοινότητας. 


ΟΚΑΟΗΓΗΤΗΣ: 

Επωμίζεται µε την ευθύνη της προσεκτικής σχεδίασης καταστάσεων δράσης, διστύπωῶ- 
σης, επικοινωνίας επικύρωσης απόφασης και εν τέλει θεσµοποίησης της νέας γνώσης. 
Σ) αυτό το σχεδιασμό του θα πρέπει να λάβει πρόνοια να µην περιπέσει σε σχήµα κατά το 
οποίο η νέα γνώση προκύπτει «φυσιολογικά» και «αναμενόμενα» ή παράγεται µέσω τεχνα- 
σμάτων. 


Δεν είναι «μεταφορέας γνώσης», δεν παίζει -- επιδεικνύει το «σόλο» του ενώπιον των 
μαθητών του, αλλά διευθύνει µε την µπαγκέτα του, το προς κατάκτηση γνωστικό 
αντικείµενο. 

Παρουσιάζει το πρόβλημα στην τάξη . απαντά σε διασαφητικές ερωτήσεις κατανόησης 
και οργανώνει τους µαθητές. 

Ενθαρρύνει επιβραβεύει πατοτρύνει και καθοδηγεί διακριτικά τους µαθητές, ομιλεί στον 
ελάχιστο δυνατό βαθµό και εκµαιεύει τις νέες έννοιες. 

Ἐνθαρρύνειτην συζήτηση όλων τῶν ιδεών που αναπτύσσονται μεταξύ των μαθητών. 
Ἐνεργοποιεί τα γνωστικά σχήµατα των μαθητών µέσῳ γενικών ή ειδικών ευρετικών, ώστε να 
μπορούν να αναγνώρίζουν πρότυπα ή μοντέλα να διατυπώνουν εικασίες, να τις 
αξιολογούν, να είναι σε θέση να καταστρώνουν ένα σχέδιο και να το εκτελούν. 

Ἡροκαλεί τροποποίηση υπάρχοντος γενικού σχεδίου του µαθητή ή τον βοηθάει να 
δημιουργήσει νέο. 


Καλείται να αντιμετωπίσει τα γνωστικά ή επιστη µολογικά εμπόδια που ίσως παρουσιασθούν 
στην τάξη από τους µαθητές. 
ΊΝα υποστηρίξει κάθε προσπάθεια γενίκευσης του προβλήματος. 


Καλείται να προβάλλει στους µαθητές του την ιδέα ότι τα μαθηματικά είναι µια ανθρώπινη 
καθημερινή κοινώνική δραστηριότητα η οποία εκφράζεται µε κάποια συμβολική γλώσσα. 
ενώ είναι ένα οικοδόµηµα µε εσὠτερική συνέπεια λογικά δομημένο και κοινωνικά αποδεκτό. 








Να παρουσιάσει την μαθηματική γνώση εν τῷ γενάσθαι και εν τω γίγνεσθαι στους µαθητές, 
και όχι φιλτραρισµένη συνθετοποιηµένη προεπεξεργασµένη, προταξινομηµένη, όπου µέσα 





παπαπαπσπαασααασααασαα σα αυ α α .. 


{ 


από τέτοια παρουσία (ορισμός -- θεώρημα -απόδειξη) να χάνεται η διαδικασία δημιουργίας 
τους και η εφαρµογή τους. 


--. Να εθίσει τους µαθητές σε ενεργητικές μεθόδους διδασκαλίας κόντρα στο παραδοσιακό 


πρότυπο, το οποίο να επιτρέπει ανάπτυξη φαινομένων παθητικότητας και ανίας στους 
θεατές-ακροατές µαθητές. 


- Να µη δίνει το κύρος στη νέα γνώση ο ίδιος ο διδάσκὠν, αλλά η ίδια η γνώση να αποκτά 
υπόσταση κύρος και ισχύ µέσα από την (καθοδηγούµενη) ανακάλυψή της απὀ την 
μαθητική κοινότητα. 





Π, Ὁ 4Ρ4ΣΤΗΡΙΟΤΗΤΩΟΝ ΣΤΙΣ 4144ΙΚΑΣΙΕΣ ΕΙΣΑΓΟΓΗΣ ΣΤΟΥΣ ΓΕΟ- 
ῬΙΚ ΌΥσ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥΣ ΜΕ ΕΠΙ4ΥΣΗ ΠΡΟΒ4ΙΗΜΑΤΟΣ 





ο Μ4ΘΗΤΗΣ: 


-. Στην αρχή καλείται να αναγνωρίσει και να ανακαλέσει από την µνήµη του την εξίσώση 
κύκλου την οποία γνωρίζει απὀ Β΄ Λυκείου.Έτσι η νέα γνώση θα κτισθεί στα θεμέλια της 
παλαιάς. 


--. Καλείαι στην αρχή να κάνει µόνος του µία απλή γεωμετρική διαδικασία που θα τον 
εισάγει στην νέα έννοια.Η διαδικασία αυτή σταθµηµένη έτσι ώστε να είναι δυνατή απὀ το 
σύνολο τῶν μαθητών. 


- Καλείται να ανακαλύψει τη σχέση που συνδέει τις νέες συντεταγμένες που ο ίδιος 
προσδιόρισε, µετις παλιές. 


- Ο μαθητής που τέλειωσε πρώτος ή όσοι τελείώσαν πρώτοι, ενθαρρύνονται να επιδεικνύουν 
την λύση τους σε αδύνατους µαθητές στο {διο, εμπρός ή πίσω θρανίο, βοηθώντας τους. 


-- Καλείαι ελεύθερα να εκφράσει εικασίες για το τι είδους µεταβολή υπέστη ο κύκλος µέσω 
της εργασίας του και να εικάσει το είδος του νέου σχήματος. 


- Καλείαι µε την µαιευτική μέθοδο να ανακαλύψει τον ορισμό του γραμμικού 
μετασχηματισμού ὡς «απεικόνιση» µια έννοια την οποία γνωρίζει από πριν περιορισμένα. 
Έτσι καλείται να διευρύνει το αντίστοιχο γνωστικό σχήµα σύμφῶνα µε το οποίο έχει 
καταχῶρίσει την έννοια «απεικόνιση» και «συνάρτηση». Το (ἴδιο ισχύει για τις 
προὐπάρχουσες έννοιες «πίνακας», «πολ/σμός πινάκων» σε σχέση µε την χρησιμότητά τους 
και το πεδίο εφαρμογών τους. Δηλ. ένας «γραμµικός µετασχηµατισµόο παριστάνεται 
ισοδύναμα µέσω ενός «γραμμικού συστή- 
µατος» το οποίο µε τη σειρά του ισοδυναμεί µε µία ισότητα γινομένου πινάκων µε κάποιο 
πίνακα. 

Ακόμα έχουµε σηµαντική διεύρυνση του γνωστικού σχήματος «συνάρτηση --άρτια-περιττή 
αντίστροφη .συμμετρία ὡς προς ευθεία και σηµείο» σε σχέση µε τους γραμμικούς µετασχη 
ματισμούς µέσω της οπτικοποίησης µε διανυσματική τεχνική που θα παρουσιαστεί στοτέλος. 
Με τον ανακαλυπτόµενο μνημµονικό κανόνα διευκολύνεται στην ανάκληση όλων τῶν 
πινάκων τῶν γραμμικών μετασχηματισμών. 


παυσυαπυασααααασὀασασαασαααα ”- 





Ὃν 


ΟΚΙΘΗΓΗΤΗΣ: 


Οµιλεί µόνο για να διευθύνει το µάθηµα µε φράσεις του τύπου: «διαπραγµατευτείτε το 10 
ερώτημα», «πόσοι τελειώσατε», «βοηθήστε τους διπλανούς σας», «βρήκατε όλοι αυτό» , 
«διαπραγµατευτείτε το 2 ερώτημα) κ.τ.λ. 


Επιβραβεύει λεκτικά ιδίως τους αδύνατους που διαπραγματεύονται κάποιο ερώτημα. Η 
δυσκολία των ερωτήσεων και η κλιµάκῶσή τους εγγυώνται, ότι οπωσδήποτε στις πρώτες θα 
απαντήσουν όλοι οι µαθητές. Όσον αφορά στην εύρεση του πίνακα τῶν γνωστών 
γραμμικών μετασχηματισμών, αναμένεται ομαλή απόκριση απ΄ το σύνολο της κάθε τάξης. 
Αν υπάρξει δυσκολία, θα αφορά την εύρεση του πρώτου πίνακα του πρώτου στη σειρά 
γραφικού μετασχηματισμού. 


Εκμαιεύει τον ορισμό του γεωμετρικού μετασχηματισμού. Αμέσως µετά δείχνει την 
διαφάνεια µε το πλέγμα και την παραμόρφωσή του µετά τους σεισμούς . καθιστώντας έτσι 
τον ορισμό άµεσα εφαρµόσιµο στην ζωή µας σε ένα από τα πραγματικά προβλήµατα 
του κόσμου µας. 


Στην διδασκαλία τους της 215 ενότητας (στροφή) ίσως µπορεί να ενεργοποιήσει µια ειδική 
ευρετική στους µαθητές για τα Α) και Β) ερωτήματα λέγοντας «θυμηθείτε τριγὠνομετρικό 
κύκλο ή ανάλυση δυνάµεωῶς σε δύο συνιστώσες) για όσους µαθητές δεν το έχουν βρει. 
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Εκλογικά συστήµατα 

Σκοπός των εκλογικών συστηµάτων είναι να απεικονίσουν όσο 
γίνεται πιο πιστά τη θέληση του εκλογικού σώματος. Θεωρούμε 
τρία εκλογικά συστήµατα 1) το πλειοψηφικό. 2) το σύστημα 
Βοτάᾳα, 3) το σύστηµα Ηατε. 

Έστω ότι υπάρχουν 3 υποψήφιοι Α. Β. Ο. Στο 1’ εκλέγεται ο 
υποψήφιος µε τις περισσότερες ψήφους, στο 2’ κάθε εκλογέας 
κατατάσσει τους υποψηφίους πρώτο. δεύτερο και τρίτο. 
Ὑπολογίζεται η µέση κατάταξη καθενός και ο έχων το 
µεγαλύτερο βεβαρηµένο µέσο όρο κερδίζει. Στο 3- πάλι κάθε 
εκλογέας κατατάσσει πρώτο, δεύτερο και τρίτο τους 
υποψήφιους. Εάν κανένας υποψήφιος δεν συγκεντρώσει την 
απόλυτη πλειοψηφία απὀ πρωτιές τότε ο υποψήφιος µε τις 
λιγότερες πρωτιές αποκλείεται και οι πρωτιές του δίνονται σε 
εκείνο τον υποψήφιο που έχει καταταγεί δεύτερος σε πρωτιές. 


Τα αποτελέσµατα µιας ψηφοφορίας δίνονται στον παρακάτω 




















πίνακα 

Κατάταξη Αριθµός ψηφοδελτίων 
ΑΒΟ 10 

Α(Β 4 

ΒΑςΟ 7 

ΒΟΑ 7 














6ΑΔΒ 2 








08Α 7 








Να εξαχθούν τα αποτελέσµατα µε κάθε εκλογικό σύστημα. 
Βιβλιογραφία: 

ΊΊΊΡΟΠ { (αΤο/ΠΕΥ 

Ίδρυμα Ευγενίδη 510.764 

Σηµείωση: Ένα θεώρηµα του Κ. Αιτον’ αποδεικνύει ότι δεν 
υπάρχει τέλειο εκλογικό σύστημα : «Κάθε σύστημα µπορεί να 
μαγειρευτεῦ). 


Δώστε ένα τέτοιο παράδειγµα. 


Ι. Α Σύστημα 


Στο πρώτο σύστημα η κατάταξη των υποψηφίων γίνεται µε 
βάση τους αριθμούς των ψήφων που τους δίνουν πρώτη θέση 
στην τριάδα. 
Άρα µε το πρώτο σύστημα η κατανομή των νικητών είναι η 
εξής: 

Ι 5 ο Α υποψήφιος µε 14 ψήφους για την 1 θέση 
2 οΤ υποψήφιος µε 10 ψήφους για την | θέση 
3” οϱΒ υποψήφιος μεθ ψήφους για την 1 θέση 





Π. Β Σύστημα 


Έστω απίαµ, αι, αμ) η διατεταγμένη τριάδα που δηλώνει το 
πλήθος των ψήφων που παίρνειοι ( ]ς« 13) υποψήφιος για 
την] (1ς 1«32) θέση. 


Τότε ο πίνακας 


14 5 Ι4ιΑυποψήφιος 
Πτα, |- ο 17 2 |ΙΒυποψήφιος 
10. 11 121 υποψήφιος 


Εκφράζει την κατανομή των ψήφων κάθε υποψηφίου για την | 


θέση (1. 1 «3) 


Θεωρούμε µία συγκεκριμένη διατεταγμένη τριάδα βαρών 


δι! |3 
Β-|β,|-|2 
β.1 


[αι.β] να εκφράζει το σύνολο των ’ βαθμών΄’΄ που παίρνει ο 1 


Ξ(3.2.1) έτσι ώστε το εσωτερικό γινόμενο 


υποψήφιος. 
Τότε ο µέσος όρος των βαθμών των τριών υποψηφίων δίνεται 


από τον πίνακα 


| 4 5 18134 2 
Με ΟΙ ο το πο Ὅ 5 68 
33 τα Ἔς 
10. 11 121 


ς 


Συνεπώς, µε το δεύτερο σύστημα και την τριάδα βαρών 
ΒΞ/(39.2.1) η τελική κατάταξη των υποψηφίων είναι η εξής: 

Ι 5ο Β υποψήφιος µε µέσο όρο (65/33) 32 

20 Α υποψήφιος µε µέσο όρο 2 

301 υποψήφιος µε µέσο όρο (64/33) «2 


Τρίτο σύστημα 


Σύμφωνα µε το πρώτο σύστημα, ο υποψήφιος Β (ο οποίος έχει 
τις λιγότερες ’ πρωτιές΄’). αποκλείεται απὀ την κατανομή και οι 
΄Ἰπρωτιές΄΄ του δίνονται στον υποψήφιο Γ. Τότε η κατάταξη 


γίνεται ὡς εξής: 


ΑΒ 10 
Α(Β 4 
ΒΑς 0 
Β(ςΑ 0 
ΑΒ 2 
68Α 14 


Θεωρήσαμε ότι τα ψηφοδέλτια της µορφής ΒΑΟ 
προσμετρούνται στα ψηφοδέλτια της µορφής 06ΑΒ και τα 
ψηφοδέλτια της µορφής Β6Α προσμετρούνται στα ψηφοδέλτια 
της µορφής (ΒΑ. 
Συνεπώς, σύμφωνα µε: 
ο Το πρώτο σύστηµα η κατανομή των νικητών είναι η εξής: 
Γ ο υποψήφιος µε 19 ψήφους για την 11 θέση, 
230 Α υποψήφιος µε 14 ψήφους για την 1 θέση 


ο Το δεύτερο σύστημα, και θεωρώντας ὡς διατεταγμένη 


βι! |3 
ΒΞ/β, |-|2 
τριάδα βαρών Ξ(3.2.]). ο µέσος όρος 


δι) 


των βαρών των υποψηφίων Α και Γ, δίνεται από τον 


πίνακα 


. 

πιο 5 αμ 

43]1ο 4 101] |τ5 
74: 


Άρα η κατανομή τῶν νικητών, είναι η εξής: 
ΙΓ ο υποψήφιος Τ µε µέσο όρο 75/33 


2 ουποψήφιος Α µε µέσο όρο 56/33 


ΠΠ. Παρατηρούμε ότι µετο δεύτερο σύστημα, αν θεωρήσουμε 


βι 
θΞ β, 


3 


µία τυχαία τριάδα βαρών τότε τα εσωτερικά 


γινόμενα [α,β] και κατά συνέπεια οι αντίστοιχοι µέσοι όροι 
των ψήφων για κάθε υποψήφιο αι. εξαρτώνται από το 
συν(α;.ῇβ). 

Συγκεκριµένα κάθε εσωτερικό γινόμενο [αιβ] παίρνει 
μέγιστη | | | | τιµή την αι Ββ . αν και µόνο αν 


συν(α,,β)ΞΙ. 


βι 


Συνεπώς κατάλληλη επιλογή του διανύσματος ὂ5|Α, 


β, 
µπορεί να μεταβάλλει την τιµή τῶν εσωτερικών γινοµένων 
[α,β] για 
Ι«1«3, δηλαδή το δεύτερο σύστημα. 


Παρόμοια και για το τρίτο σύστημα. 


Επίλεκτα παραδείγματα και αντιπαραδεἰγµατα 
για την διδασκαλίἰα εννοιών του Απειροστικού 
Λογισμού 


Του Γιάννη Π. Πλατάρου 
Μ.εζμ Διδακτικής και Μεθοδολογίας των ΜαθηματικώνΏ 


Εκτὸς απὀ τις προτάσεις και τα θεωρήματα των 
μαθηματικών, στα καλά διδακτικά βιβλία, υπάρχουν 
παράλληλα κάποιες παρατηρήσεις των συγγραφέων 
που τιτλοφορούνται εἶτε ὡς «Σχόλιο» εἶτε «ὡς 
«παρατἠρηση» εἰτε ὡς «προσοχή» εἶτε ὠὣς 
«επισήμανση» Όλες αυτὲς οἱ καταγραφές, εἶτε ὡς 
υποσημειώσεις στο περιθώριο της σελίδας, εἶτε ὡς 
σημειώσεις µέσα σε ξεχωριστὸ πλαίσιο για να δοθεἰ 
αναγκαἰΐα έµφαση, διευκρινἰζουν σκοτεινἀ σηµεία 
της θεωρἰας, σηµεία στα οποία ο αναγνώστης 
εὐκολα μπορεὶ να κάνει λάθος, εἶτε εὐκολα να παρανοήσει. Η εμπειρία του 
συγγραφἑῶς, ο οποίος κατά κανόνα εἶναι και δάσκαλος των μαθηματικών, 
του επιβάλλει να πει το κάτι παραπάνω, κάτι το εμφαντικὸ, αὐτὸ που ἰσως 
προλάβει ἑένα πιθανὸ λάθος, µια λανθασμένη νοητικἠ εικόνα, 
καθοδηγούὐµενος απὀ τις εµπειρίες , τις προσωπικὲς του , των μαθητών του, 
αλλά και απὀ µια τεράστια βιβλιογραφία που ἑχει σχηµατισθεἰ απὀ 
συζητήσεις της µαθηµατικἠς κοινότητας για «συνήθη λάθη» , «συνήθεις 
παρανοήσεις», γνωστά ιστορικά λάθη, «επιστηµμολογικά εμπόδια» που κατά 
την διδασκαλία τα λέμε και «διδακτικά εμπόδια». 

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζουμε, επίλεκτα παραδεἰγµατα που 
υπακούουν στα προηγούμενα και πιστεύουμε, ὁτι θα εἶναι χρήσιμα σε κάθε 
µαχόμενο συνάδελφο του πίνακα για να τα ἐχει ὡς άμεσα ὁπλα απὀδειξης 
πειθοὺς και πρὀληψης λανθασμένου νοητικοὺ μοντέλου για κάποια λεπτή 
έννοια, κατά την διαδικασἰα δὀµησης της γνώσης των μαθητών του. 

Τα παραδείγατα που παρουσιάζουμε, βαΐνουν κλιμακωτά και 
καλύπτουν ὀλο το φάσμα του Απειροστικού Λογισμοὺ που διδάσκεται στην 
Γ' Λυκείου με κάποιες μικρὲς παρεκβάσεις. Ας µην ξεχνάμε, ότι η Ανάλυση 
της Γ΄ Λυκείου, εξετάζει τις συναρτήσεις ποὺ ορἰζονται µόνο σε διάστηµα ἡ 
ένωση διαστημάτων. Αυτός ο περιορισμός , αφἠνει απ ἐξω ὁλες τις άλλες 
συναρτήσεις. Επίσης, η έννοια της συνέἐχειας έχει νόημα ἐτσι όπως ορίζεται, 
μόνο σε σηµεἰα συσσωρεύσεωῶς του πεδίου ορισμού µιας συνάρτησης, ενώ και 
οι ἐέχουσες μεμονωμένα σηµεία συναρτήσεις, σύμφωνα με τοὺς ορισμούς των 
Πανεπιστημιακών συγγραμμάτων εἶναι συνεχείς (λ.χ. ὅλες οι ακολουθἰες, 
εἶναι συνεχεἰς συναρτήσεις) Αυτὸ το θέµα , ναι μεν δεν το αγγίζουμε, αλλά 
πρέπει να το ἐχουμε κατά νου , προς αποφυγἠν λανθασμένων γενικεύσεων, 
όπως θα δούµε σε ορισμένα παραδεἰγµατα παρακάτω: 





ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ. ΡΗΤΟΙ ΚΑΙ ΑΡΡΗΤΟΙ. 


Απάντηση: Δεν εἶναι αληθὲς. Κάθε άρρητος, ἑχει πράγματι µονοσήµμαντη 
δεκαδικἠ αναπαράσταση, την οποία ὁμῶς γνωρίζει μόνον ο ...Θεός! Όσον 
αφορά όμως τους ρητοὺς, ἐχομε, ότι κάθε ρητὀς, έχει δὺο ισοδύναμες 
δεκαδικἐὲς αναπαραστάσεις. Παραδείγματα: 

25 119992... ή 17,2299999οοο99....--Ι7,24 

Ἡ απὀδειξη των παραπάνω, µπορεἰ να γίνει εἶτε µε μαθηματικά της Β᾽ 
Γυμνασίου εἰτετης Β᾽ Λυκείου 





λ.χα Αν αξ 1.9099009...... τότε 
Ίθα- 19.99909οΟἵ οα- Ι8.00000..ἵ α-2 ἨἩ 17,.239909...Ξ1 7.23 
κ. 
ο ο ο κ ο κα νο 
10 10 10 ιά  ώμς 1- υ.. 10 
10 





Απάντηση: 


ϐ) (ν2)4 (2- ν2)- 2 19 (24 2)- (92) - 2 1) (92). (Ό92)- 4 ἵν) να 2. 


Στα παραπάνω, θεωρείται γνωστὸ, ότι 2 εἶναι άρρητος. 

Πέραν των προηγουμένων παραδειγµάτων, υπάρχει και η 

κατασκευαστικἠ λογική, όπως παρακάτω: 

) Αν α- 1.01001000100001000Ο1ΙΟ0000Ι... τότε ο α εἶναι άρρητος αφού ἐχει 
απειροψἠφια µη περιοδικἠ παράσταση. 
Οµμοἰώςο ῥΞ Ι010110111011110Ο111110... εἶναι άρρητος για τον ἰδιο λόγο. 
Και ΕΗΡΞΖΙΙΠ1Ι... 


5 (µε αφαίρεση κατά μέλ 
αν μυ. μέλη) 


ο β)ξ 105 601ῇβΞ (ρητος) 
Π) Αν  α- 2.010010001000010ΘΘΟΘΙ... (ἀρρητος) 
β- 1101001000100001Ι0000Θ1... (ἄρρητος) 
Τότε α- βΞ 1 (ρητὀς). 
1) Αφού (ν2- Ὀ(ν2«1)Ξ- 1. και το ανάπτυγμα του φ2 θεῶρείται 
«γνωστό»!, τότε 0,.4142.... 2.4142...- 1. 


«Γνωστό» υπό την έννοια ότι μπορούμε να προσδιορίσουμε οποιοδήποτε αρχικό πεπερασμένο τµήµα των άπειρων ψηφίων του, µε πεπερασμένα 
βήματα. Το σύνολο των θέσεων των ψηφίων του δεν μπορούμε να το γνωρίζουμε (πλην του... Θεού!) γι) αυτό άλλωστε ονομάζεται και άρρητος (Ξ 
δεν µπορεί να εκφρασθεῖ). Αλλά είδαµε ότι υπάρχουν και άρρητοι που “εκφράζονται”, όπως ο α και ο βτων παραδειγµάτων που έχουν µια τυπική 
κανονικότητα στα άπειρα µη περιοδικά ψηφία τους. 


ἵν) Έχω ότι: Γ- ν2: ο. ν2. ἆρα, γνωστού ὀντος του αναπτύγµατος 


ν2 


1 
τοῦ «2, εἶναι γνωστὸ και το ω Ξ που προκύπτει µε τον αλγόριθμο 


2 
(απείρων βημάτων ὁμῶς[γ) της διαίρεσης µε το 2 και ἁρα 
194142... 0,707...Ξ 1. 

















Απάντηση: Όχι. Ὀλοι οι δεκαδικοἰ τερματιζόµενοι εἶναι οι ρητοί της µορφής 





ης ,με µ,ν στο Ν και (α.2” «5”)Ξ 1 και μόνον αυτοί. 
Πράγματι: Αν υποθέσουμε χωρὶς βλάβη της γενικὀότητας, ὁτι μὸν , τὀτε, 
α αχ αν αχ" 
211 ΟΚ ΙΟ Τρ 
δεκαδικὀς τερματιζὀµενος κατά τα γνωώστά, μετρώντας ᾗµ θὲσεις για την 
υποδιαστολή, αριστερά του τελευταίου ψηφίου του ακἑραιου ᾳ Χ5'"”. 
Αντιστρόφως: Κάθε δεκαδικὀς, γράφεται ὡς άθροισμα κλασμάτων µε 
παρονοµαστὴ δύναμη του 10 , ὀπου αν κἀνῶ την άρθροιση, θα έχω κλάσμα 
µε παρονοµαστἠ δύναμη του 10 και οι ὁροι θα εἶναι πρώτοι μεταξὺ τους. Το 
αντίστροφο συμπληρώνεται, µε την απὀδειξη, ὁτι το αρχικὸ κλάσμα δεν 
μπορεἰ να εἶναι ισοδύναμο µε ἆλλο που να ἐχει ο παρονοµαστἠς ἀἆλλη 
ανάπτυξη πρὠτων, λόγω της μοναδικότητας ανάπτυξης κάθε ακεραίου σε 
γινόμενο πρὠτωών. Έτσι ἐχομε, ότι η κλάση των δεκαδικών , ὡς σύνολο εἶναι 
μεν απειροσύνολο (στην ζωὴ µας πάντα πεπερασμένο) αλλά ὡς κλάση των 
ρητών αποτελεἰ µια απειροστἠὴ κλάση αυτών, πράγμα που διαισθητικἁ 
γίνεται αντιληπτὸ απὀ τις δυνατές τιμὲς που μµπορεἰ να πάρει ο 
παρονοµαστἠς καθὠς µπορεἰ να διατρέξει όλους τους συνδυασμοὺς τῶν 
απεἰρων το πλήθος, πρὠτων. 

Ως διαισθητικἠ προσέγγιση, μπορούμε να πούμε, ὁτι αν πάρουµε ἑνα 
πρὀτυπο μέτρο μήκους , που να παριστάνει το διάστηµα [0,1], όταν το 
χωρἰζουµε σε 10, 100, 1000, κ.ο.κ. κομμάτια, εκεἰ έχουμε θέσεις δεκαδικών 
τερματιζόµενων και παντού αλλού µη τερματιζοµένων κα αρρήτων”. 

Εν κατακλεἰδι ἐχουμε: 


Το τελευταἰο κλάσμα, γράφεται ὡς 





αξἈ 


Δεκαδικοί τερµατιζόµενοι: χα ο  ς ΒΜΕαα α κ 
Ρητοἰ τν ον) Σ Άκαι β Ἠ0. 


Μπορούμε να πούμε (διαισθητικἀ πάντα) ὁτι «Σχεδόν όλοι οι ρητοὶ, εἶναι 
δεκαδικοἱ περιοδικοὺ». 





- Κατά την γνώµη µας, καλό θα ήταν ο διδάσκων να πει δύο πράγµατα για τα απειροσύνολα, την απαρίθμηση και το διαγώνιο επιχείρημα του 
Οαπίοτ, για να δείξει την ποιοτική διαφορά του απείρου της αριθµησιµότητας των ρητών και του υπεραριθµησίµου των αρρήτων. Μπορούν να 
παρουσιασθούν σε µια διδακτική ώρα, ακόµα και στην Α΄ Λυκείου, όσο κι αν φαίνεται λίγο τολμηρό , αρκεί να υπάρχει ο κατάλληλος σχεδιασμός. 


ΙΣΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


Απάντηση: Όχι απαραιτήτως. π.χ.: 
ία) Ξξ 2Χ/4{- 1:01} και σί(α)Ξ 2χ/- 1.1] 


Προφανώς /4 6 αφοὺ Φ(/ (8) 





Απάντηση: Όχι απαραιτήτως. π.χ. 
{Γ()Ξ 2Χ/{- 1.01} και σ(α)- 2ὰ3 /ή- 1.0.1) 
Ισχύει {5 6, ενώ οι αναλυτικὲς εκφράσεις εἶναι διαφορετικἑς. 






Απάντηση: Όχι απαραιτήτως. Π.χ. 


λ. ρῶ- ' αν αχ .. ο. αν αχ κ 
Ἱ αν αχ µρητός 0 αν α΄ µρητός 
τότε / (4): σί(α)Ξ 0 ὕχε Ν χωρίς καμία να εἶναι σταθερή. 

Επιπλέον, το αντιπαράδειγµα των {/.6 εἶναι τέτοιο ώστε να πληροί και 
την επιπρὀσθετη προὐπόθεση ὁτι «δεν υπάρχει υποδιάστηµα στο πεδἰο 
ορισμού της { εἶτε της σ που ο περιορισμός της [ ἡ της ς αντιστοἰχως, να 
εἶναι δενικἡ συνάρτηση». 





Απάντηση: Η α) δεν ισχύει πάντα, ενώ η β) ισχύει πάντα! Πράγματι: 
α) Αν θεωρήσω: {(α)- κ΄, π(α)- 1, σία)- 1. Τότε 
[Γε(. ϱιΩ- Γσ3 α)- 49 0- 0): 23-4 
[9 ΓΙ (6. (/α)- (91 ἠαἲ)- ε(α Λας τε -2. 
β) Ισχύει πάντα: Πράγματι, ἥ χε ΤΠ, ἐχουμε: 
[βηο/0-5 ατα α): (0) 

τμ): ε({))- (11 ϱ)({())- [61 6)ο Γ12) 





Απάντηση: α) Ἡ ἐκφραση ΠπΠι ναχ κ. 1- α]α «0 δεν ἐχει νόημα ορίου, 
χ3 γα 


διότι το τριώνυµο αχ’ - α4 1 έχει διακρίνουσα Δ-Ξ 1- 4α»ὸ θάρα ἐχει δύο 
διακεκριμένες ρἰζες πραγµατικὲς , ρι ρ;, και η συνάρτηση ἐἑχει π.ο. 
Φί Ε)Ξ [ριρ.] « Το -οο δεν εἶναι σ.σ.του {ή}, ἆρα δεν έχει νόημα ορἰου η 


ἐκφραση ων σι ]- α], α«θ. 
β)Αν ΓΙ.) Κμε [ία] -νχ-α, 


τότε: η έκφραση Ίντι 7() δεν ἑχει νόημα, διότι το -οο δεν εἶναι σ.σ.του Ὅ1). 
Υ) Αν [πχ] - νι Τὴ κ) - 31 2, τὸτε για να ορίζεται η συνάρτηση , πρέπει 
[κ- 12 ϐ) και κ) -3χ92Σ09Φ χε[]υ [2μω)]- 2ἱ/). 

Η ἐκφραση πι ία) στερείται νοήματος, διότι το 1 εἶναι μεμονωμένο σημείο 


του πεδίου ορισμοὺ της. 


2 - . 
δ) Αν {ία)]- ορ σσ μο-τ- Η ἐκφραση πι / α] επἰσης στερείται νοήματος, 
Χ.Α 4χ4 ιὰ 
διότι Ο//)]- [-α.͵,2)υ [Άμω)καιτο1 δεν ανήκει στο πεδίο του ορισμού της. 


Τα παραπάνω παραδείγματα, εξηγοὺὐν πειστικἀ, γιατὶ η πρὠτη µας 
ενέργεια πριν την εὐρεση ενὸς ορἱου, εἶναι η εὐρεση του πεδἰου ορισμοὺ 
της συνἀρτησης. 





Απάντηση: Εἶναι λανθασμένη. Η πρώτη µας δουλειά εἶναι να βρούμε το πεδἰὶο 
ορισμοὺ της συνάρτησης και το κατά πόὸσον το α εἶναι ἡ ὀχι σ.σ. του πεδίου 
ορισμού της{. 

Στην περίπτωση Υ) του προηγούμενου ζητήματος, για χΞ1 ἐχω {()Ξ0. Παρ᾽ 
όλα αυτά, ο ὁριο της {στοΊ1, δεν ἑχει νόημα. 








Απάντηση: (1) Δεν εἶναι αληθής. 


ο.” 

[πι ο) Ξ- [όσα / 1] Ξ 1 δηλαδή [μη / αἱ) Ξ1 και (θ-οε μπα αἱ). 
(1). Δεν εἶναι αληθής. 

ο. 


Στοθη Γ δεν ορίζεται, όμως μπι {ία)- 1ο 
(19. Δεν εἶναι αληθής. 


2 1 
π.χ. {ία - εκ] - ---,χρ5 0 
χ χ 
ως πας, προ αεί) - εἰα|- μα] 1]. 
Ίόοτε .. ἨΠΠΙΡ και [πι [α) οί) 5 πι --- τι. 
χὸ κὸ κ90 2ο αχ Χ 








1 
"πα εππτοθ. 
κὸ2θ0θα 


(1ν) Δεν εἶναι αληθής. 
{αἱ μιαν α[6ι1] ὁ 
χ) Ξ | 
. ἔ- Ίαν. 1Ε Ε0) ὦ 


Ππιυ [α)- Ι.. ενώτο μπιν (ο) δεν υπάρχει. 


() {{α)- 0/09). ε{α) - {0,49} Γία)ς σα) ὕκξ (0,19 }, αλλά 
μη /α) 0- πι εἰα). 





ατα, 


ΣΥΝΕΧΕΙΑ 





Απάντηση: Για τη συνάρτηση { 


/0- . ... ) έχω ἥπι/)τ «1 πα Γ0)5 15 / 0), 


Δηλαδή η [δεν εἶναι συνεχἠς στο αρ 0, αλλά αν θεωρήσω τον περιορισμό 
6- /0μ59) έχω ὁτι 
Ππρβο)-1- εί), 


Ἐπομένωῶς, η πρὀταση εἶναι ιψευδής. 





Απάντηση: Ἡ προὐπόθεση της συνέχειας της / στο [α,β] εἶναι ουσιώδης, 
διότι ἑστῶ και σε ἑνα σηµείο αρ του [α,β] να µη εἶναι συνεχής η /, εἶναι 
δυνατὀν να µην ισχύει το συμπέρασμα της ὑπαρξης ρἰζας της /(4)Ξ 0 στο 
[α,β]. 
-2, αν κε κ[- 1.0) 
(). Ἔστω {:/{(α)Ξ-{ Ἱ, αν ακΞ0 . 
2, αν κε (θ1] 
Για την Γισχύουν: 
. Είναι ορισμένη στο κλειστό [- 1,1] 


. {Γον ω-ς2α42--4«0 


ο Είναι ασυνεχἠς στο αρ ξ 0, αφοὐ 
Επι ία) - -24 Ππι [(α)- 1241: 0) 
κ 0. 1» 0) 


ο Είναι συνεχής ἵ χρε [-11]110.. 
Ὁμως τε [- 1.1]: Γ()Ξ ϐ µιας και η Γεξ ορισμού εἶναι διάφορη του 
μηδενός για κάθε χε [- 1,]. 
(1) Για την ασυνέχεια στα ἀκρα: 
ο} 2 αν κε [-11) 
Θεωρώ την συνάρτηση 6: 6(4)5 ο --- : 
Για την ἕ ισχύουν: 
9 Είναι ορισμένη στο [- 1,1] 
ο {ςυ:/4)- 2.:(-2)- -4«0 
ο Είναι ασυνεχἠς στο αρ 5Ξ 1, διότι Η/: 2-25 19 
. Είναι συνεχἠς Ἡ χε [- 1). 
Ὁμως (επίσης εξ ορισμού) /Γα)0Υ χε [- 1]. 
Ανάλογο αντιπαράδειγµα μπορούμε να παραθἐσουµε και για 
ασυνἑχεια στο αριστερὀ άκροτου διαστήματος. 





Απάντηση: «Ιδανικὸ παράδειγµα» αποτελεἰ η συνάρτηση του ΓΙτὶσΠ]6ί. 


1. αν α΄ ρητός 
Γ:10)- 
0, αν α΄ άρρητος 


ορισμένη στο [α,β], µε α.βε . 

Γι αυτὴν ισχύει: 

» Ἅῄ(α) /{(Α)Σ0 ἵ αιἲβεἰκ (Δηλαδή η ἀἄρνηση της συνθήκης 
{(α):/(ῥ)« 0) 

Η [ασυνεχἠς ἵ «ρε [α,β] (Δηλαδή δεν εἶναι συνεχἠς οὐὖτε σε ἑνα σηµείο 
του πεδίου ορισμού της , αυτὸ απαιτεἰ τον ακολουθιακὀ ορισμὀ της 
σύγκλισης και εκφεύγει τῶν πλαισίων της Γ’ Λυκείου) 

Ως αντἰστοιχο «συμπέρασμα» ἐχουμε ὅτι η {(4)Ξ 0 έχει άπειρες ρίζες στο 
πεδίο ορισμού της και μάλιστα υπεραριθµήσιµες! 

Μάλιστα, Και το πεδἰο ορισμούὐ μπορεί να εκληφθεί απεριόριστα μικρὀ 
(δηλαδή β-ας ε, ἵ ἐ}λ 0) χωρὶς να επηρεάζονται αυτά που ισχύουν για την 
συνανά αυτή. 





Απάντηση: Είναι ψευδής, αφού αυτἠ η πρὀταση εἶναι αληθής µόνο για 


Κλειστά  διαστήµατα της µµορφὴἠς {[α.ῤ]. Παράδειγμα, η 
1 
11) ο 


Γιατην /{ ισχύουν: 
». /Γί(α)« 0ἵ χε (α,β) και συνεχής στο αυτὀ. 


ο Στην θἐση αχ -- : ῤ ἐχώ ολικό μέγιστο, δηλαδἠ 


.. 
ο /ῶγ πε (αβ) 
ο πι Γ(α)- πι [(α)- -ᾱ Ξ πα)” Ππι {() 
13 αἱ χα 1) 12 β 
Δηλαδή η {/ εἶναι συνεχἠς σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της, έχει 
μέγιστο, αλλά δεν έχει ελάχιστο. Συνεπώς η πρὀταση εἶναι ψευδής, αφοὺ 


βρήκαμε συνάρτηση πληρούὺσα τις υποθέσεις της προτάσεωῶς, αλλά ὀχι το 
συμπέρασμά της. 





Ένα ἆλλο αντιπαράδειγµα εἰναιη 6: 6(1)Ξ οί | - τσ] η οποία: 


π 
ο Είναι συνεχἠςσεκάθε χε η 2) 


ο | Ἀ 
ο... μμ ο 


μπι Γα)ς-ο 


1» - 


ο Δεν ἐἑχει οὖτε μέγιστο οὐτε ελάχιστο, καθώς και 


πι Γ(0)Ξ τω 


π 
ο... 
2 


«Δηλαδή δεν εἶναι οὖτε άνω, οὖτε κάτω φραγμένη. 





χ{ ]αν χε 1-0) 
Απάντηση :Ί])Ἐστω {: {(α)Ξ θαν θς- 
παν (Θε]] 
Ἡ / εἶναι ασυνεχἠς µόνο στο σηµείο αρ Ξ 0, διότι 
10-04 ο. Γα0ς5-1ε1:5 ο. μαι ως ἐχουσα 








πολυωνυμικούς κλάδους εἶναι συνεχἠς στα διαστήματα 
που ορίζονται αυτοἰ. 











Η { δεν έχει οὐτε μέγιστο, οὐτε ελάχιστο, και γι αυτό αρκούσε η ασυνέχεια 
σε ἑνα µὀνο σηµεὶο του πεδἰου ορισμού τῆς. 
Πράγματι, το πεδἰο τιμών τῆς εἰναιτο (- 1.1) το οποίο ως ανοικτὸ, δεν έχει 
μέγιστο ἡ ελάχιστο. 


2) Ἑστω ϱ:Μ(1)Ξ χ/- 1). Ἡ { συνεχής ἵ χε (- 1.1) 
αλλά το πεδίο τιμών τῆς εἶναι επίσης το (- 11) ὁπου εκεἰ 
δεν ἑχω οὖτε μέγιστο, οὖτε ελάχιστο. 





Επίσης η δ/- 1.1) έχει ελάχιστο αλλά ὀχι µέγισο 
όπως και η 6; 11] έχει μέγιστο, αλλά ὀχι ελάχιστο. 
είν πε 1) 








Ἐπίσης αν ᾖΠα)Ξ10, χκΞ-] εἶναι 
0, απ 
ορισμένη στο [- 11] και δεν έχει επίσης µἐγισιοἡ -. 
ελάχιστο. ' 
µί αν 1Ξ[Θ) ὁ 
9)Η συνάρτηση ῥ :9 (3) Ξ 2 αν 151 ὖ ο β κ-κ-ε-κ-ε-ε-κ-ᾱ-κ-ᾱ 








1 τ2αν χΞ (1.20 
Στο /(2) - 4 ἔχω ολικὀ μέγιστο 
/(0)- 0. ἑχωῶ ολικό ελάχιστο και στο 1 έχω ασυνέχεια. 


ΗΠΑΡΑΓΟΓΟΣ 


Απάντηση: Όχι πάντα. Ενδέχεται να υπάρχει η εφαπτόµενη ευθεία σε κάποιο 
σηµείο του γραφήµατος µιας συνἀρτησης, αλλά στο σηµείο εκείνο να µην 
υπάρχει η παράγωγος, διότι δεν εἶναι πραγματικὸς αριθμὸς και εἶναι 1 οο ἡ -οο 
η οριακἠ τιμή του λὀγου µεταβολἠς της συνάρτησης σε αυτό το σηµείο. 
Αν /Γ:10θ/] ΕΚ µε {α) - κ, τότε 

{ἱοἨ κ) - {0 ι. Μη” Νο 


μπι Ἶ πι πι. τρ 








Ξ19δ καιη ευθεία κΞ0 (η κλίση Ίοο που 


βρήκαμε εφάπτεται του διαγράµµατος της {{α)- Ψακ στο σημεὶο (0/0) εις το 
οποίο δεν θεωρείται παραγωγίσιµη (ἡ διαφορἰσιµη), αλλά ὡς έχουσα «κατ΄ 
εκδοχἠν» παράγωὠγο το {οο. 





Απάντηση: Ἡ συνάρτηση {Γ:Κ» με {ας κ , εἶναι παντοὐ 
παραγωγίσιµη. 


Το γράφηµα της επὀµενης εἶναι παντοὺ «λείο» και υπάρχει παντού 
εφαπτομένη ευθεία. 
Το συμμετρικὀ του γραφἠµατος ὣς προς την ευθεία }΄ Χ, ὡς γνωὠστὀν εἶναι 
αντἰστροφη συνάρτηση {Γ΄ Ι[α) - Δία (θεωρούμε ὁτι το α παίρνει και αρνητικὲς 
ἡ απ, αν αΣ0ὐ 
αι ὑ. 
θ- -α. αν α«θρ 
Το γράφηµα της /{', λόγω συµµετρἰας, έχει τις ἶδιες γεωμετρικὲς ιδιότητες µε 
το γράφηµα της /. 
Όμως, ἥπι το. η) Παν το μο . 
ο [ς ο ἡ ο. {2 3 
Δηλαδή, η /Γ δεν ο» αρα 
εἶναι παραγωγἰσιµη 
στο σηµείο αἂξθ. 


Είναι μόνο «κατ’ « : 
ο... ” πο. 
εκδοχἠν» . 


παραγωγἰσιμη). 
αλούμενος-το/ προηγούμενο παράδειγµα, έχει τ 
οἵα της παραγώγου εἰνᾶι «ανεπαρκὠ : 


τιµές, ἄλλως ορίζουµε Γ [(α) 











Του 





Απάντηση: Αντιπαράδειµα µμπορεὶ να εἶναι η “:ΙΓ”2ΙΔΝ µε 


ποτ φβήτµν, τη. 
πας ας 

Στο σηµεἰο 0 υπάρχει µοναδικἠ 
εφαπτομένη του διαγράμματος 
της συνάρτησης ο άξονας 1 γ΄ 
καθώς /.[0]Ξ- -ω,/Ἴδι- τα. 

Εδὠ και υπάρχει µοναδικἠ 
ευθεία εφαπτομένη (µε την εκ 
δεξιών και εξ αριστερών 
ἐννοια), αλλά δεν έχω κατ’ . 
ουὐδένα τρὀπο «λεία συνάρτηση», αφοὺ στο 0 ἐχω µια ἑνώση δύο οιονεἰ 





«κερατοειδών γωνιών». Παράγῶγο στο 0 δεν έχουμε, πράγμα που συμφωνεί 
µετην εποπτεἰα και αντιβαἰνει στην ιδἐα της μοναδικής εφαπτοµένης ευθείας. 
Αξίζει να σηµειῶθεἰ, ὁτι στο 0 δεν υπάρχει οὐτε «κατ΄ εκδοχἠν» παράγωγος, 
αφού οι εκ δεξιών και εξ αριστερών οριακέἑς τιμὲς της παραγώγου εἶναι { 9 
και - ο αντιστοἰχῶς. 


ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΟΙΙΕ 





Απάντηση: (1) Ἑστω και σε ἑνα σηµείο να εἶναι ασυνεχἠς η {, εἶναι δυνατὀν 
να µην ισχύει το 
συμπέρασμα του Θ. Κοῇο, α.χ. 


Αν - 
ο 1 ανχε |- 11 - 10 
{ἶα) - | | { | 
0, αναξ 0 
τότεη { 


ο Είναι ασυνεχἠς στο 0 και 
συνεχἠς στο [-μ|- (0. 
. {-)- Πὐ-ο 
ο Είναι παραγωγἰσιµη στο 
[-μ]- [ο]. 
Δηλαδή, πληρούνται λες οι 
συνθήκες του Θ. Κος, πλην της 
ασυνεχείας σε ἑνα και μοναδικὸ 


σημείο. 





Έτσι όμως, 3 αρε |- Η]: Γ αι) Ξ θ, διότι αν υποθέσουμε ὁτι υπήρχε τέτοιο 
χο, θα επαλήθευε την εξίσωση { ία) Ξ095 2χιξ 095 αιςξ θ, ἁτοπο, διότι 
στο αυ Ξ 0 εἶναι ασυνεχἠς, άρα στο 0 δεν εἶναι παραγῶὠγίσιμµη. 





3 Αναλόγως και για το Θ.Μ.Τ. 


χ΄ιαν «κα ) 
η Ἡ . 
σι .. χθῇ | 
ο Δεν εἶναι συνεχής στο . 
κλειστό [οι] ᾿ 


ο Είναι παραγωγἰσιµη στο 
ανοικτό [011). 
ο Ισχύει /10)- {1 - 2. 





Αλλά, 1λχε[θ1): Γρ) Ξ 0. 
Διότι αν υπήρχε τἐτοιο χο, θα 
έπρεπε να εἶναιαρΞ 0, ὁμῶς στο 0 





δεν εἶναι συνεχἠς, άρα ὀχι και παραγωγίσιμη. 
2 
(19 Αν /ἱα) - | πα . τότε 
1, χΧΞ 0 
ο ἩΠ { ασυνεχἠς στο 0, ἁρα και µη 
παραγωγίσιµη. 
. 0-4. 
ο Ἡ Ε παραγωγίἰσιµη στο (0,1). 
Αλλά, ὰ αρε [0/) µε Γ αῃ)Ξ Θ, διότι μόνο το 0 
θα μπορούσε να έχει αυτἠ την ιδιότητα και στο 0 
δεν παραγωγίζεται. 





αν υπήρχε τἑτοιο χο, θα έπρεπε να εἶναιαᾳΞ 0, 
όμως στο 0 δεν εἶναι συνεχής, ἁἆρα ὀχι και 
παραγωγίσιµη. 
δν κε [12 
τω πα . 
| εις 


ο Ἡ { ασυνεχἠής στο 2, και συνεχἠς : 9 
παντοὺ αλλού. : 


| τότε 


ο Ἡ Ε εἶναι παραγὠγίσιµη στο {1.2). 7 
. {0- 2 -ι. . 
Όμως, ἃ «με (01): αι) Ξ 0,/διότι αν υπήρχε κάποιο, θα ἦταν το 0 και 
θε {12). 
(ν) Ἡ παραγώγισιµότητα στο [α,β) εἶναι 
απαραίτητη. 
να, κε[ο]] 
Αν /α)- ᾿ α -- τότε 
ο Η {[ εἶναι συνεχἠς στο [τμ]. 
. {9- Π- ἡ-ι. 
ο ΠΠ { δεν εἶναι παραγωγίσιµη µόνο 
στο 0. 








Όμως, 3 αμε [- 11): Γ {αι)- 0, (διότι αν 
υποθέσουμε ὁτι υπάρχει κάποιο, 
καταλήγουμε σε ἁτοπο). 
(ν)  Ἡ συνθήκη Γα]- {β) εἶναι 
απαραίτητη. 
Αν Γία)- κἱ 12], τότε 
9 Ἡ {εἶναι συνεχἠς στο 11,2]. 
ο ἩΠ { εἶναι παραγωγίσιµη στο 
{12). 
» [-1κ4- 2). 





Όμως, 3 αρε [12]: Γ{αι)Ξ 0, διότι θα 
έπρεπε 2ὰ0/Ξ 05 ας 0έ πο κ 

(νΏ) Οι συνθήκες του Θ.ΚοΙςε εἶναι ικανὲς αλλά ὀχι αναγκαἰες. Θα δώσουμε 
παράδειγµα ὁὀπου δεν ικανοποιείται καμἰα συνθήκη του Θ. Κοῇς, ὁμως 


«είς. 





Θεωρώ την 
πα .1, τε [15] 
{ἱα)- 
1 1 
η, χε|--]α 
2 . 





 Ἡ Ε εἶναι ορισμένη στο |- ΙΙ]. 
ο Ἡ { ὃδεν εἶναι συνεχἠς στο 


1 
|- 11, αφοὺ στο αξ . ἐχω 


ασυνέχεια. 


ο [--- 


ο ἨἩ {ὡς μη συνεχἠς στο ας 


δεν εἶναι οὖτε παραγωγίσιµη στο [- 1/1). 
Όμως, 3 Χρ θε {- 1,1) : {19 Ξ0. 


ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ. 





Απάντηση: Είναι δυνατὀν, εάν ορἰζονται σε διαφορετικά σύνολα. 
Π.χ.η {10ή9) ΕΚ µε Γα]- κ εἶναι γνησίως αὐξουσα, 
ενώη ρθω] Κ µε εία]- κ΄ εἶναι γνησίως φθίνουσα. 





Απάντηση: π.χ.η Γα)- καὶ εἶναι γνησίως αὐξουσα στο”. ,όμως /190)-0. 


Μάλιστα, εἶναι δυνατὀν, µια 
συνάρτηση, να ἐἑχει άπειρα σηµεία στα 
οποία να µηδενίζται η πρώτη 
παρἀγωγὸς της και αυτὴ να εἶναι 
γνησὶως αὐξουσα. Παράδειγμα εἶναι η 
ΓΚ” Ν µε {α)- κά ηµα. Ἡ 1 εἶναι 
γνησίως αὐξουσα. 

Όμως {Γ]α)- 14 συνχ και η εξίσωση 
{ία - 09 συνχΞ 19 {ακξ 2κπ,κε Ζ]. 
Δηλαδή, έχω άπειρες αριθµἠήσιµες τιμὲς 


γιατις οποίες /[α)- 0, ενώ η { εἶναι γνησίως αὐξουσα. 
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ΣΧΟΔΙΟ: Το αντίστροφο της ανωτἑρω προτάσεωῶς, εἶναι η γνωστή αληθής 


πρὀταση. 







Απάντηση: Ἡ σταθερἠ συνάρτηση /{:Κ Κ µε /α)-ς πληροί την τεθείσα 


συνθήκη, αφού αν αοε Κ, /ας)- οξ ο- [α), νχε Κ και /αο)Ξ ο» ο- Γα) 


/σχε ι. 








Απάντηση: Θεωρούμε την 
11019)” κ με 
2 1 
κ) -- ια. χλ0 
0, κΞ0 


Για κάθε χ}ὸ 0 εἶναι συνεχἠς ὣς 

γινόμενο συνεχών και σύνθετη 

συνεχών. 

Ἐπίσης στο 0 εἶναι συνεχἠς, αφοὺ 
1 

Γ10)- Ππικ΄ημ--Ξ 0. ὡς γινόμενο 


190 χ 
απειροστἠς επἰ φραγµένη. ΄'Όμως 
τοἩ [ϱ) δεν εἶναι τοπικὀ ακρὀτατο, 
αφού οσοδήποτε κοντά στο 0, σε 




















/ῶ- αημ 


3Η µελέτη µιας τέτοιας συνάρτησης, είναι εκτός πνεύματος ύλης της Γ΄’ Λυκείου. αλλά χρειάᾶεται στα 


επόμενα για άρση µιας συνήθους πλάνης για τα ακρότατα. 





κάθε διάστηµα της µορφής [0,χ] η Ιά) εναλλάσσει πρόσημο, δηλαδή γίνεται 
και θετικἠ και αρνητικἠ, συνεπώς η τιμἠ 0 δεν µπορεἰ να εἶναι τοπικὀ 
ακρὀτατο. 

Ο παραπάνω ισχυρισμὸς καθἰσταται φανερός, αν θεωρήσω την ακολουθία 

1 
πο 0 και α͵}λθ,ΤπεΝ. Απὸ τον ορισμό της σύγκλισης τῆς 
2 

ακολουθίας, ἐπεται, ὁτι σε κάθε διάστηµα της µορφής (0,ε), υπάρχουν άπειροι 
όροι της και οι τιμἐς της συνάρτησης γι αυτές τις άπειρες τιμὲς εἶναι 
ο ο 


Αν θεωρήσω 5 0 και ν,} 0, Υ πε Ν, τότε και αυτή σε διάστηµα 


3π 
2πη 3 κα 


(0,8), έχει άπειρους όρους της και οι τιμὲς της συνἀρτησης γι αυτοὺς τους 
όρους εἶναι {{2,]Ξ »[---ν« 0. 

Δηλαδή, οσοδήποτε κοντά στο 0, έχω και θετικὲς τιμὲς και αρνητικὲς 
τιμὲς, ρα το 0 δεν µπορεἰ να εἶναι ακρότατο 






κ|-- , 0 
Απάντηση: Θεωρώτην {:Κ3 Κ µε Γα)- | ι ἁ ἡ 
ας 


Στο αρξ 0 η κυρτότητα αλλάζει εἶδος, 


1) 


1 
αφού /Ια]Ξδιν κ᾿ ως (δεν 
. αν ο 
υπάρχει η {/Γ0), αφού δεν υπάρχει : 
καιη /10)) και Γ΄ [α]«0 ὅκς θ, ενώ 
{0920 νκλ0. 
Στο ταρξ θἐχωὼ 116) - -ᾱ και -- ε] : 
πώ ο, 


Ἔτσι, στο χρΞ 0δεν υπάρχει 





εφαπτομένη και επομένῶςτο αρ Ξ 0 δεν εἶναι σηµείο καμπής. 


Υπάρχει περίπτωση, εκατέρωθεν ενὸς σημείου αι, µια συνάρτηση { να ἐχει 


αλλαγή κυρτότητας και αηνα µην εἶναι σηµεὶο καµπἠς διότι το αι έ 2/1). 
Για παράδειγµα η Ἅᾖ{Γα)Ξ μμ.  {α]- ονδὴ {Γ(α)»0 κλ0, 
ο” χ 


3 


{ας 0 ἕας 0, ενώ δεν υπάρχει σημείο μηδενισμού της β’ παραγὠγου. 


ΑΣΥΜΙΙΤΩΟΤΕΣ ὸΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 














.. μα ἳ ἳ 2 

Απάντηση: Αν Τα) - κ συνχ/Κ, τότε πι γα) Ξ Ἠπι κ λαών 
χὸ 1ο ἉΧ .... χ 

. ἴ 1Η συν2αχφ. συν2χ 
ΠπΠιῃ!! σττ Ηπιῇ” σσ κ Πα! πι-- Πεμ 

αι - 2χ ο ο νο ο ὃν 
Ξ1:04051 
Όμως πι {1{1) - 2) Ξ Ιπῃ συν΄κ, Το 

αχ Έω αχ 9 
τελευταἰο ὁριο δεν υπάρχει, διότι αν 
θεωρήσω ἂ, 5 2Η τω, τότε 
πι συν-α͵ Ξ Ἡπι συν; 2ηπ- Ἠπι { - 1, 
Πο η 999 ΠΕ 
ενώαν 
π 4 

}, Ξ 2Ηπ1 ο. πα τότε 

















πι συν΄ν,Ξ Ππιθςθ. Δηλ. στο 9 η 


Π3 τω πο 9 
συνάρτηση συνχ΄ , κυμαίνεται συνεχώς μεταξὺ του 1 και του 0., χωρἰς να 
πλησιάζει πουθενά. 





Απάντηση: Πρόκειται για ενδιαφέρον παιδαγωγικὸ (και μαθημµατικὀ ) 
ερώτημα, καθώς η ετυµολογικἡ σηµασία της λέξης «ασύμπτωτη» παραπέμπει 
ευθέως στην «μη σὑμπτῶώση» και (κατά τη συνήθη ερμηνεἰα) στο ὁτι «δεν 
ἐχουν κοινά σηµεία». 
Απὸ την άλλη, η μαθηματική σημασία του όρου, δεν αποκλείει την ὑπαρξη 
κοινών σημείων, αλλά και αυτὀ δεν εἶναι προφανὲς αν γίνει µια ὀχι σωστή 
γεωµετρικἠ μετάφραση του ορισμοὺ (πράγµα λἰαν σύνηθες). 
Ο ορισμός της πλάγιας ασύµπτωτης, απαιτεἰ ύπαρξη λ,με Ἐ έτσι ὥστε 

Πτα [/α)τ ἂκε μι-ο. (1) 


Η συνἠθης λανθασμένη γεωμµετρικἠ θεώρηση του ορισμού ἐγκειται στην εξἠς 
μετάφραση: « Ἡ (1) σηµαίνει ότι η /{α) και η ευθεία }Ξ ΛΧ4{ µ εφάπτονται 
στο άπειρο ἡ πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά χωρίς να συμπίπτουν ποτέ». 

Η παραπάνω θεώρηση εἶναι σωστή για την συντριπτική πλειονότητα των 
χρησιμοποιούμενων παραδειγµάτων ἡ περιπτὠσεῶν, αλλά ὀχι και για όλα. 
Παραθέτουµετο ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 


ο χβ0 


{α)- 





χ η οποία εἶναι συνεχἠς. 
1. κΞ0 


Επίσης, 1πι μεν 0 και πι ---- 0, πράγμα που σηµαίνει ότι η ευθεία /Ξ0 
χ 


ἆ 1ο Χ αὸ -ᾱ 
(δηλαδή ο άξονας αχ) εἶναι οριζόντια ασύµπτωτη της /α). 
Όμως η /Γ{α) και ο άξονας αχ έχουν άπειρα (αριθμήσιμα) κοινά σηµεία, 


αφού η εξἰσώση ες 06 ημε- 09 ας κπ.κε Ι) και έτσι φαίνεται η 
Χχ χ40 


απειρἰα των κοινών σημείων. 





ημίν) 


χ 
ταλάντωσης και προςτο {9 καιπροςτο -ο9 


ΚΑΝΟΝΑΣ ΤΟΥΙΗΟΡΡΙΤΑΙ. 


Η συνάρτηση Πα) ἐχει την µορφή µιας αποσβενυόµενης φθίνουσας 





[ 
α΄ ημ-- 


Απάντηση: Το χι εἶναι της μορφἠς - και 





πι 
120. Εφχ 











κὴμί 























Η γραφικἠ παράσταση της συνάρτησης πο) - χ. σε µια περιοχή του μηδενός , 
(1) 
ὁπου και εποητικἁ φαίνεται η ὑπαρξη του ορἱου. 
Όμως, 
κ;ημ-- 2 ν . 
ηµ χημντα -ο συν 
: . Χ Χ 
Πτα οτι ΠΠΗ: . 
ο πα ο ἳ 
συν; κ 
1 ] . Ι 
2χημ-- συν - Ἠπισυν -- 1 
Ξ πι πιο 0- ὧλ--ᾗ--- Ππισυν-- 
χὸ0 Ι χ20 1 1 χὸ 0 Χ 
συν΄χ συν΄χ 
και το όριο αυτὸ δεν υπάρχει. 
Πράγματι, 
1 -- Γῃ ι 
ανα,ςξ -Ὁὸ θκαια, {0 ἥπε Ντὸτε ππσυν---Ξ Ηπισυν2πηξ 1» 1. 
2πή Χη 
κ : 20 Ι π 
Ἅλρ π και αχ; 0 πε Ν, τὀτε Ιπισυν--τΞ Ηπισυνι 2πή1 | Ξ 
2πη 3 . ᾱ. 2 





0” 0. 


1 1 1 1 1 
Επομένως δεν υπάρχει το ὁριοτου συν-- όταν κ» 0. 
ο 








Η γραφικἡ παράσταση της συνάρτησης {Χ)-συν(1/χ). Εποπτικἁ έχουμε µια γραμμή που 
ταλαντώνεται μεταξύ του 1- και 1 όσο πλησιάζουμε στο ϐ, χωρὶς όμως να σταθεροποιείται 
σε κάποια συγκεκριμένη τιµέ 





ΣΧΟΛΙΟ: Το παράδειγµα αναδεικνύει το ικανὸ και ὀχι το αναγκαίο του 
κανόνα 1 ΠΗορβίία|. Επομένως, όταν δεν υπάρχει η οριακἠ τιµή του λόγου 
των παραγώγων, δεν έπεται ότι δεν υπάρχει Και το αρχικό προς υὑπολογισμὀὸ 
ὁριο. 





Απάντηση: Θεωρώ /α]-α, εἰα)- αἲ 1. 
0 | 1 
πο νο ο ο 
α90 ϱ/χ) 1οΟΧ4Ε1Ι 1 90 ϱ [κ] χ9 0 
Επομένως η πρὀταση εἶναι ψευδής. Όπως δεἰξαµε και στο προηγούμενο 
παράδειγµα, αληθής γενικά εἶναι η αντίστροφη πρὀταση. 


Αόριστη Ολοκλήρωση. 





Απάντηση: Το λάθος στο παραπάνω εἶναι η παράληψη της σταθεράς 
ολοκλήρωσης. Στις περισσότερες περιπτώσεις,  αυτὴ η παράληψη δεν 
δηµιουργεἰ πρόβλημα, αλλά σπανἰως (ὀπῶς εδώ) μπορεί να δημιουργήσει 
αντίφαση. 

Η τελικἡ ισότητα θα ἧταν {/- 1: 634 Ι που δεν συνιστά αντἰφαση. 

Να σηµειώθεἰ., ὁτι δεν εἶναι το μὀνο λάθος που µπορεί να προκύψει όταν δεν 
εἰμαστε προσεκτικοἰ στην παράθεση της σταθεράς ολοκλήρωσης. 

Στο παρακάτω παράδειγµα θα «αποδεὶξουμε», ότι η γνωστή θεμελιώδης 
τριγωνομµετρικἡ ταυτότητα ηµ΄χέ συν΄χ- 1 δεν... ισχύει!. 


1 
Έχουμε: [ημασυνχάκ Ξ σημ΄α (1) 


Αλλά και [ημασυνχάκ- - σσυνῖὰ (0). 


Με απλἠ παραγώγιση τῶν δευτὲρων µελών των (1) και (2) μπορούμε να 
κάνουμε επαλήθευση. 
. --- 
-ημίχ- ---συν΄χή 
Ἔτσι απὀ (1) και (2) ἔχω 2 2 
ημ΄χὰ συναΞ 0 (11) 
Το σωστό εἶναι οι (1) και (2) να γράφονται 


1 
[ηµασυνα Ξ σημα! σ 


1 
[ηµασυνα- - σσυν΄κὴ σα 


Με ἄλλα λόγια, το σύμβολο | /{α]άχ, όταν υπάρχει, δεν συμβολίζει µία 
συνάρτηση, αλλά ἑνα σύνολο συναρτήσεων που διαφέρουν κατά σταθερά {. 
Συνεπώς όταν εἶναι γνωστή µἰα συγκεκριμένη Εω αρχική της /{χ) γράφουμε: 
[Ελ ἴχ- Εἶα]« 6. σε Β. 





:ό 











Απάντηση: α) Ισχύει οξεὺ «αν - ' σον χγ 1. 
΄ Ι-α ο». 
ν 3 
Τότε | -- ος εφ - -. ὦ βγαίνει δηλαδή το παράδοξο αποτέλεσµα 
ο1 κ 2 ἵτα 6 


αρνήτικοὐ ορισμένου ολοκληρώματος, µιας συνἠρτήσης παντοὐ Θετικής στο 
διάστηµα ολοκλήρωσης. Το λάθος βεβαίως εἶναι ὁτι η συνάρτηση 








1 2 
Ρα) Ξ ος ον τς δεν ορίζεται για κ- 1ε [0,93]. Ἡ σωστή λύση εἶναι η 
ο 
εξής: 
4 2χ 3 π 
- τοξεφα------ | τοξεφν3 - τοξεφθ- ---. 
πο μες αι οφ ξεφῦτ 
β) Ένα απλούστερο παράδειγµα: Ἑστω { :[0.1]3 ΙΕ µε /{(4)Ξ 1 και Ε:[011» 
1 ακΞξθ 
Κ µε Εία)-ία, κε (θ), τότ, προφανώς Ε(α)- {(α) ἵπε (01), 
0, αξ1 


1 
Ε{)- Ε(0- -Ι[/αλάςΞ 1. Αυτὸ βέβαια οφείλεται στο ότι η Γ δεν 
0 


εἶναι συνεχήςγια χΞ 0καιγια χς Ι. 
Απ 
Υ) Άλλο χαρακτηριστικὀ παράδειγµα εἶναι το | τς. 
συνάρτηση εἶναι παντοὺ Οθετικἠ, αφοὺ 44 συνχκὸ ὁ ἵχε[κ. Αν 


αντικαταστἠσω το κα, θέτοντας 





« Ἡ ολοκληρωτέα 





χ 

εφ-- ὢ 1 

.. (1) 
τότε 

χ 
1- εῴο-- 2 
συνχ-Ξ νε. .. (2) 
1: οφ)” 14 ω 


Διαφορίζονταςτην (1) έχω: 
4 ο Ξωθ 


1 1 
εσαχΞξ αω 3 ; . : 
αν ο Ὁ (απὀ τον τύπο του αποτετραγὠωνισμοὺ του 
σ να 3) 
2 





συνημιτόνου) 


ων ο το (6) 
14 συνχ 2 


αχ 





Ξ 3 








{ν ωἱ ᾿ 
Ἔτσι, το αρχικό ορισμένο ολοκλήρωμα, γίνεται: 


0 
για χξ 0, λόγω (1) έχω ος ϱ, 
4π 
για α-ξ 4π,λόγω (1) έχω ὠ-ξ ο” 0. 


ἀπ αἰχ : [ 
0 


Ἆρα, ϱ 44 συνχ 


: στὸ Ξ σάω- 0 

.ν ωί Ἱω (). 
.. 

13 ω΄ 
Δηλαδή, το ορισμένο ολοκλήρωμα παντού θετικἠς συνάρτησης, εἶναι 
μηδέν! Φυσικά το λάθος προεκλίθη, στην αντικατάσταση, αφοὺ η 








ἳ λ ' ' 
συνάρτηση εφ” δεν εἶναι παραγώγίἰσιµη στο [0,π]. 


ΕΦΑΡΜΟΖΟΜΕΝΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΣΕ ΕΝΑ 
ΦΥΛΛΟ ΧΑΡΤΙΑ, 


Γιάννης ΠΠ. Πλατάρος , Καπετάν Κρόμπα 37, Τ.Κ. 242 00 ΜΕΣΣΗΝΗ 
Βλ. ὃ/ση: ΡΙαίαγος(ῶ5οᾗ.ϱΥ 


Περίληψη: Στο πιο κοινό μέγεθος χαρτιού στον κόσµο , κρύβονται 
απροσδόκητα αρχαία µαθηµατικά , τα οποία ανακαλύπτονται µε «1 εωµετρία 
δια διπλώσεως» και τα οποία βασίζονται στο ῥὀτι το χαρτί 44 διπλωνόμενο 
κατά µήκος παραμένει ὀμοιο προς εαυτόν ὁπως καὶ στην «ανθυφαίρεση» 
του ν2 µε την µονάδα. 
Εισαγωγή: Ἡ απαίτηση που έχοµε από τα διάφορα μεγέθη χαρτιών 
φωτοτυπίας . είναι να είναι όµοια ορθογώνια παραλληλόγραμμα , έτσι 
ώστε κατά την σμίκρυνση ή μεγέθυνση, να υπάρχει πλήρης χρησιμοποίηση 
και του μήκους και του πλάτους . Ἡ σμίκρυνση ή η μεγέθυνση είναι 
οµοιοθεσίες και θα πρέπει το οµοιόθετο ενός σήματος να χωρά ακριβώς 
στο µεγαλύτερο ή μικρότερο χαρτί. Επιπρόσθετα, για λόγους οικονοµίας 
στην κοπή τῶν χαρτιών, απαιτούµε ένα χαρτί διπλωνόμµενο κατά μήκος, να 
παραμένει όμοιο προς εαυτόν . Αυτή η απαίτηση, µας οδηγεί στο παρακάτω 
σχήµα και στην αναλογία: 
’ 2 
ες ο ρ9ξ-φ 
Χ ἆ χ χ 

Σε κάθε νέα δίπλωση κατά μήκος (ή 

αντιστρόφως διπλασιασµό ) το νέο σχήμα 

διατηρείται όμοιο προς εαυτόν όπως 
φαίνεται στην ισότητα των λόγων: 


πο κα ας Ἄ 
Σχ.Ι τοι αγ 2 “4 ἆ ο 
χ τ η 2 4 
Έτσι, το διπλάσιο του φύλλου Α. είναι το Α: , το διπλάσιο του Α:2 το 


μέγεθος ΑΙ . Αντιστρόφως, το ήμισυ του Α. είναι το Ας κ.ο.κ. 
Στην μεγέθυνση µιας φωτοτυπίας Αι σε Α: εφαρμόζουμε μεγέθυνση 























Μ2 (141270) και αντιστρόφως σε σμίκρυνση Α: σε ΑΙ! εφαρμόζουμε 


ν2 


1 
σμίκρυνση ---- ----Ξ({ 70.750 


κω ὁὃ 














Κατασκευή του Αι: Η σχέση (1) δείχνει 
λόγο πλευρών των οποίων τα τετράγωνα 
έχουν λόγο 2 . Αυτό παραπέμπει στον λόγο 
κάθετης και υποτείνουσας πλευράς σε 
ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ἡἠ 
ισοδυνάμως στην σχέση διαγωνίου προς την 
πλευρά τετραγώνου. Επομένως . αν 
κατασκευάσουµε ένα τετράγωνο και 
λάβουμε την διαγώνιό του ως την άλλη 
πλευρά σε παραλληλόγραμμο, έχομε 
κατασκευάσει ένα όμοιο µε το Α{ . Αν 
μάλιστα πάρουμε την µικρή πλευρά 210πιπι 





τότε η 


/2 Γ]θηη 

















διαγώνιος 


θα 


είναι 


2097/11. Ὡς επαλήθευση µπορεί κανείς να διπλώσει ένα 


χαρτί Αι κατά την έννοια του διπλανούὐ σχήματος σχηματίζοντας 
διπλωµένο τετράγωνο και να διαπιστώσει . µε νέα δίπλὠωση, ότι η 
υποτείνουσα ὃ συμπίπτει µε την μεγαλύτερη πλευρά του Α.. 

Η Ανθυφαίρεση του Αι: «ἄνθυφαίρεσιςο) ή «Ανταναίρεσις» ή «αμοιῤαία 
αφαίρεσις» , είναι ένας αρχαίος αλγόριθμος εύρεσης κοινού μέτρου (εφ΄ 


όσον υπάρχει) 


μεταξύ δύο (ομοειδών) μεγεθών . Στους ακεραίους 


αριθμούς, ο αληοριόμος αυτός ταυτίζεται µε την γνωστή μέθοδο του 





Σχ.3 


3ᾳ-2δ 





ὅδ-α 





ὃδ-7α 


Ίτα-12δ 

















Ευκλείδους εξαγωγής Μ.Κ.Δ. , 


μεταξύ δύο αριθμών. Οι ακέραιοι 
έχουν πάντα κοινό µέτρο την 
µονάδα, ο. σχετικός αλγόριθμος 
περατούται πάντα και άρα η σχέση 
μεταξύ δύο ακεραίων είναι µρητή. 
Αν όμως τα βήματα του 
αλγορίθμου συνεχίζονται επ΄ 
άπειρον, αυτό σηµαίνει ότι δεν 
υπάρχει κοινό μέτρο μεταξύ των 
μεγεθών και ότι η σχέση τους είναι 
άρρητη («Στοιχεία Ευκλείδους, 
Βιβλίο Χ, πρόταση 2) 
Περιγράφουµμε τα ήματα του 
αλγορίθμου στο διπλανό σχήμα: 
(.)τοα. χωρά στο ὃ., | φορά και 
περισσεύει δ-α -«α 





/29δ-4Ία 


(1.) Το δ-α, χωρά στοα , 2 φορές και περισσεύει 2α-2δ-δ-α. 

(11,)Το 3ᾳ-2δ , χωρά στο δ-α. 2 φορές και περισσεύει 5δ-7α-2ᾳα-2δ 

(ν.)Το 5ὅ-7α., χωρά στο 2α --2δ., 2 φορές καιπερισσεύει ]7α --12δ-5δ-7α 
(ν.)Το 17α --125 ., χωρά στο 5ὺ-7α.. 2 φορές και περισσεύει 20δ-4]α- 17α -- 
12δ 

Ἡ Διαδικασία αυτή εκ πρώτης όψεως δεν ξέρουμε αν περατούται ή 
συνεχίζεται επ΄ άπειρον. Με διπλώσεις είναι πρακτικώς αδύνατον να 
ξεπεράσουμε το τέταρτο βήμα του αλγορίθμου . ενώ µε αλγεβρικούς 
υπολογισμούς χρειάζεται να κάνουµε συνεχώς δοκιμές πράγµα που συνεχώς 
δυσκολεύει. Συνεπώς , για να αποφανθούµε για το άπειρο ἠ πεπερασμένο 
του αλγορίθμου, χρειαζόμαστε ένα κριτήριο . το οποίο υπάρχει και 
πληρούται για την συγκεκριμένη περίπτωση. Λέγεται «κριτήριο λόγου» 
και θα δούμε πώς εφαρμόζεται. Παρατηρούμε, ότι 
ὃὅ-α 3α-2ὃ 

α δ--α 
ανθυφαιρετική σχέση από το βήμα (1) έως το βήμα (11) θα 
επαναλαμβάνεται η ίδια . δηλ. το τµήµα της µε το ψηφίο 2. («κριτήριο 
λόγου») Με τις ιδιότητες των αναλογιών μπορούμε να το δούµε και ως 
εξής: 
δα οα--σο-.. (ο αν ωρα-2δ) σπα. 

α δ--α α--2(ὃ -α) 3α-2δ 
Αυτή η διαδικασία δίνει τα διαδοχικά υπόλοιπα του αλγορίθμου επ΄ 
άπειρον. 

Έτσι, η ανθυφαιρετική σχέση πλευράς προς διαγώνιο δίνεται απ΄την σχέση: 
Ανθφ(δ.α) Ξ[1.2,2,2.2,2,2.....] η οποία είναι περιοδική µε περίοδο το 2 και 





(«5 2α’ - δ που ισχύει). Αυτό σηµαίνει ότι η 





ουσιαστικά δίνει µια απόδειξη της αρρητότητας του 2. 
Σε σύγχρονη µαθηµατική γλώσσα . η αρχαία αλγοριθµική διαδικασία 
παριστάνεται απὀ το συνεχές κλάσμα: 


Το κ υπάρχει και είναι το 4/2 (δηλ. ο άρρητος 








: ὃ ὦ : ; 
λόγος -- ) και µπορεί να το διαπιστώσει κάποιος 
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µε αλγεβρικό χειρισμό (γνωρίζοντας όμως 
απαραιτήτως ότι το συνεχές κλάσμα συγκλίνει σε 




















πραγµατικό) ὡς εξής: 
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Πλευρικοί και διαµετρικοί αριθμοί: Οι Αριθμοί που εμφανίζονται ως 
συντελεστές στα ὃ και α λέγονται «πλευρικοῦ και «διαμετρικοῦ αριθμοί 
αντιστοίχως, ἐχουν μελετηθεί απὀ τους Πυθαγορείους και αναφορές σε 
αυτούς έχοµε απὀ τον Θέωνα τον Σμυρνέα (42-45)από τον Ιάμβλιχο στα 
Σχόλια εις Νικόμαχον τον Γερασινό. (91-93) . απὀ τον Πλάτωνα στην 
Πολιτεία (54608) και απὀ τον Πρόκλο στα σχόλιά του στην Πολιτεία του 
Πλάτωνος. Οι αριθμοί αυτοί έχουν τις εξής ιδιότητες: 

Α) Είναι µέλη δύο ακολουθιών που ορίζονται µε διπλό αναδροµικό τύπο, 
ὡς εξής: 

αρ]. ὃρ-ι. ατα, (δν (1) και δν -2α Γδν (2) . Οι πρώτοι 9 
όροι των ακολουθιών είναι: 





ία] ἡἳ [2 Τ5Π12 [29 Π70 169 1405 [ο Τ..... 
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Β) Οι ακολουθίες συνδέονται µε την λίαν ενδιαφέρουσα σχέση 
2α; --δ- (-Ώ' νν εἰ] (3) Πράγματι, αν υψώσουμε στο τετράγωνο και 














τα δύο µέλη των (1) και (2) διπλασιάσουµε την πρώτη σχέση και 
αφαιρέσουμε κατά μέλη θα καταλήξουμε στην σχέση 
2α7, δις -2α --δ-)--(-θ' -(ρ”" . Μάλιστα ο Πρόκλος (2.27.1- 


νε! νε! 








2.29.4) , αποδεικνύει την (3) κάνοντας χρήση της προτάσεως Π.10 των 
Στοιχείων του Ευκλείδους («γλαφυρόν θεώρημα) Το εξαιρετικά 
ενδιαφέρον είναι, ότι σύμφωνα µε τους απ ἆἄετ ἸΜαετάεπ Στυλιανό 
Νεγρεπόντη κ.ά. πρέπει να θεωρηθεί βέβαιον, ότι ο Ευκλείδης εγνώριζε 
την μέθοδο απόδειξης της τελείας επαγωγής. Ο απ ἆετ Ἰλ/αετάεη μάλιστα 
ισχυρίζεται, ότι ήταν γνωστή στους Πυθαγορείους καθώς και τον Ζήνωνα 
τον Ελεάτη (5: αιώνας π.Χ.) . Τα επιχειρήματα είναι αρκετά και το κύριο 
των οποίων εστιάζεται στο ὁτι η πρόταση Π.Ι0 αφ’ ενός έχει µια 
εξαιρετικά εξεζητηµένη ειδική διατύπωση και αφ’ ετέρου δεν 
εφαρμόζεται πουθενά αλλού στα «Στοιχεία». Όμως, η Π.Ι0 .. συνιστά την 
απόδειξη της (3) στο βήμα «αποδεικνύω για ν- κΤΙ» της επαγωγικής 
μεθόδου. 

(συ’ 


2 





ὃ 
Επίσης η (3) ισοδυναμεί µετην σχέση ----Ξ|2-- (4) η οποία ορίζει 
α 


µια νέα ακολουθία ρητών αριθμών που συγκλίνει στο Μ2. Μάλιστα όπως 
φαίνεται στο β΄µέλος της (4) . ἐἔχομε όρους που είναι διαδοχικές 
προσεγγίσεις εναλλάξ κατ΄ έλλειψιν και καθ΄ υπεροχήν του ν2 και 





μάλιστα µε σηµαντική ταχύτητα. Παραστατικότερα αυτό φαίνεται στον 
παρακάτω πίνακα : 
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Επίσης ισχύει: 


Σήµερα η (3) είναι µια µορφή της «εὔίσωσης του ΡεΙ[» που έχει θεµελιακή 
θέση στην θεωρία αριθμών. Ακόμα η {α,}ι.. λέγεται «ακολουθία ΡεΙΙ») 


νε] 


καθώς και η {δ,}μ.. που είναι µια γενικότερη περίπτωσή τῆς. Οι «αριθμοί 


νε[] 
ΡεΙΙ» συνδέονται µε τους «αριθμούς Ιποα» και µε τους «αριθμούς 
Μροπασοί » για κάθε περίπτωση των οποίων έχοµε έναν απίστευτο όγκο 
παγκόσμιας βιβλιογραφίας . Σήµερα γνωρίζουμε ότι και για τις δύο 
ακολουθίες{α,},.. Και {δ,)ν.: ἰσχύει ο ίδιος αναδροµικός τύπος 


νε] 


νι - 2α 


αμ τα,, απ΄ ὀπου µε την βοήθεια της χαρακτηριστικής εξίσωσης, 
μπορούμε να υπολογίσουμε και τους γενικούς όρους . για την περίπτωσή 
μας: 
ο. 92). (1-2) 
ἃ «092 --ν ον κδιδς- 
292 
Δύο σχέσεις ποὺ συνδέουν τις ακολουθίες και που συνδέεται Και µε την 
ανθυφαίρεση, είναι η 
ὃ, -ά2α, Ἕε ορ 'νν εἰ] καιδ, -- ψρα, Ξ ο 'Ὑνει] οι 
οποίες µε πολλαπλασιασμό κατά µέλη δίνουν την θεμελιώδη σχέση (3) 
Μια γενική ανθυφαιρετική σχέση που συνδέει πλευρικούς και διαμετρικούς 
αριθμούς, είναι η ανθφ( α, -δ,ν2.1) Ξ[25,,25,.25,.25,.25,.....] 
Σειρές: Απ ’᾽το σχήµα 3 ., φαίνεται, ότι αν προσθέσω το εμβαδόν του 
πρώτου τετραγώνου και τα εµβαδά των απείρων ορθογωνίων που 
δημιουργούνται µε την ανθυφαίρεση, θα πάρω το εμβαδόν του Αι. Δηλ.: 


α -Ε2(δ --α)΄ --2(9α--2δ)’ -Ε2(5δ --Τα)΄ --2(17α--12δ)’ --2(295δ --41α)’ -ε....-- αδ 








μι ος 












































ή α΄ -- 2» [(-ἣ'α, δα) δια -αδ. (5) 


κΞθ 


Επίσης, αν προσθέσουμε όλα τα µήκη των απείρων ορθογωνίων κατά την 
οριζόντια διεύθυνση έχοµε το άπειρο άθροισµα ίσο µεα Δηλ. 


2(ὃ --α) --2(5ὸ--Τα)-Γ2(29ὸ --4]α)-....Ξξα ή 25 {α,ιὃ --διια) Ξα(6) 
κΞθ 

Επίσης το άθροισμα όλων των μηκών των απείρων ορθογωνίων κατά την 

κατακόρυφη έννοια, είναι δ-α. δηλαδή: 

2(3α--2δ) Γ2(17α--12ὸ) --2(99α --70δ) -Γ...Ξ ὃ--α ή 


.. (δι. ια--α.,ιιδ)ὶ-δ-α (7) Οιισότητες (6) και (7), µε πρόσθεση κατά 
κ-θ 


µέλη , δίνουν το άθροισµα όλων των µηκών των απείρων ορθογωνίων: 


.. (ὃς ια- αι ιδ) Αλ (α. ὃ-δ.,α)]-δ-αγα-ς 


κΞθ κΞθ 
ο. (ὃια-- αι ιδ) » (α. ὃ--δ.α)|-δ-« 
κΞθ κΞθ 


2» [ς-)α,δκ(-)' δια] ὃ 
κΞθ 


Σε όλα τα ανωτέρω, µπορεί ο αναγνώστης να θεωρεί αξ! και ὃξ «ο. 

Επειδή η σύγκλιση των σειρών παρουσιάζεται εποπτικά, µπορεί να 

δικαιολογηθεί και θεωρητικά µε αρχαίο κριτήριο σύγκλισης των 

«ὼτοιχείων» του Ευκλείδους την περίφημη «μέθοδο εξαντλήσεως» (Χ.Ι) 

σύμφωνα µε την οποία, αν απὀ ένα μέγεθος αποκοπεί τµήµα μεγαλύτερο 

του ηµίσεως και απὀ το εναποµένον αποκοπεί τµήµα πάλι µεγαλύτερο του 
ηµίσεως και αυτό γίνεται συνεχώς, τότε µετά από πεπερασμένα βήματα, το 
εναποµένον, µπορεί να γίνει οσοδήποτε μικρό. Το κριτήριο πληρούται τόσο 
για τα «αποκοπτόµενα ορθογώνιὐ απὀ το Α.Α. όσο και για τα 

«αποκοπτόµενα μήκη» των ορθογωνίων. 

Καμπύλες: Αν τα προκύπτοντα ορθογώνια κατά την ανθυφαίρεση τα 
διατάξουµε µε κυκλική φορά, 
κάνοντας τις διαιρέσεις από τα 
αριστερά προς τα δεξιά και από 
κάτω προς τα πάνω, τότε οι 
κορυφές των ορθογωνίων 
ευρίσκονται σε µια καμπύλη που 
ονομάζεται εσώστρεφος 
ηλιοτροπική. επειδή οι σπόροι 
του ηλιοτροπίου είναι 


τοποθετημένοι στο άνθος του σύμφωνα µε µια τέτοια καμπύλη . η οποία 
έχει άµεση σχέση και µετους αριθμούς Εϊροπαος]. 

Συμπεράσματα: Για άλλη µια φορά φαίνεται, ότι τα μαθηματικά είναι 
«εφαρμοζόµενΩ σε κάθε πτυχή του επιστητού αλλά και της 
καθημερινότητας είναι µπροστά στα µάτια µας και μοιάζουν µε «λαχείο 
ξυστό» Το µόνο που χρειάζεται είναι να ξύσουμε για να αποκαλυφθούν. Το 
αν θα είναι και εφαρµοσµένα εξαρτάται από την «τύχη» µας και βεβαίως 
από τις ανθρώπινες ανάγκες µας 
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1) Σηµειώσεις μεταπτυχιακού µαθήµατος «Αρχαία Ελληνικά Μαθηματικά» 
στο Παν. Αθηνών χειμερινό εξάµηνο 2001-02 διδάσκων Στυλιανός 
Νεγρεπόντης. 

2) Ευάγγελου Σ. Σταμάτη «Ευκλείδους Στοιχεία»τ. 1. Π. ΠΙ. Ο.ΕΔ.Β 
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ΑΡσίγαςί: Ιη πο πιοδί «ΟΠΊΙΠΙΟΠ 5176 οἳ ραΡεί ἵπ {ιο Ψ/οτ]ἀ, ίπετε αἴε Ιπε]αάεά 
Πιάάοη αποϊεπί πιαίποπια{Ίςς, ΥΥΠΙΕΙΙ 68 Ὃο άἰδεονειοά ν( {πε «(εοπιείτγ 
Ώποιςῃ {οἰάίπσ». ΤΠεςο ατο Όαφεά Ιπ πο Γαοί {ιαί ἴπο ραρεί {[ο]άεά ἵπ Ιεηπσί] 


τοπηθίης 5ΙΠΗΙΙ8Υ {ο 1ἱδε]{, ας νε]] ας Ιπ {πο «απίμγρηαστεςί5» οἳ ἡ2 να {πα 
υπιί 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


-« Ανάλυση των χωρίων (Αναλυτικά Ύστερα {6821-7784 και Τοπικά 
1958024-15982) σχετικά µε την αξιωματική µέθοδο. Ανάπτυξη των 
επιπτώσεων που έχει αυτή η ανάλυση στην Ιστορία των μαθηματικών, 
σχετικά µε την θεωρία λόγων αριθμών και μεγεθών.» 


Αριστοτέλης «Αναλυτικά ύστερα» Τ6:91-77΄4 


Λέγω δ' ἀρχὰς ἐν ἑκάστῳ γένει ταῦτας ἃς ὅ τι ἔστι 

μὴ ἐνδέχεται δεῖξαι. ἵ..Πὲν οὖν σηµαίνει καὶ τὰ πρᾶα καὶ 
τὰ ἐκ τούτων, λαμβάνεται, ὅ τι δ' ἔστι, τὰ] πὲν ἀρχὰς 
ἀνάγκη λαμβάνειν, τὰ δ' ἄλλα δεικνύ ναι: οἷον τὶ μονὰς 

ἢ τί τὸ εὐθὺ καὶ τρίγωνον, αἶναι δὲ τὴ ν µονάδα λαβεῖν καὶ 
μέγεθος, τὰ δ' ἕτερα δεικνῦύ ναι. 

Ἔστι δ' ὦ χρῶται ἐν ταῖς ἀποδεικτικαῖς ἐπιστήμαις 
ἵν πὲν ἴδια ἑκάστης ἐπιστήμης τὰ δὲ κοινά, Κοῖπι αὲ κατ 
ἀναλογίαν, ἐπεὶ χρήσιµό ν γε ὅ σον ἐν τῷ ὃ πὸ τὴ ν ἐπιστήμην 
γένει: Πα πὲν οἷον γραμμὴ ν εἶναι τοιανδὶ καὶ τὸ εὐθύ, 
Κοἰπι αὲ οἷον τὸ ἴσα ἀπὸ ἴσων ἂν ἀφέλῃ, ὅ τι ἴσα τὰ λοιπά. 
ἱκανὸ ν δ' ἕκαστον τούτων ὅ σον ἐν τῷ γένει’ ταὐ τὸ γὰρ ποιή- 
σει, κἂν μὴ κατὰ πάντων λάβῃ ἀλλ) ἐπὶ μεγεθῶ µόνον, 
τῷ δ' ἀριθμητικῷ ἐπ' ἀριθμῶ. 

Ἔστι δ' 1 πὲν καὶ ἃ λαμβάνεται εἶναι, περὶ ἃ ἡ 
ἐπιστήμη θεωρεῖ τὰ ὃ πάρχοντα καθ' αὖ τά, οἷον µονάδας ἡ 
ἀριθμητική, | 6ὲ γεωμετρία σημεῖα καὶ γραμµάς. ταῦτα 
γὰρ λαπθξποιιθἰ {ὄ αἶναι καὶ τοδὶ εἶναι. {! ἀὲ τούτων πάθη 
καθ' αὑ τά, ἵ..Πὲν σηµαίνει ἕκαστον, λαμβάνονσιν, οἷον ἡ 


Πὲν ἀριθμητικὴ τί περιττὸ ν ἢ ἄρτιον ἢ τετράγωνον ἢ κύβος, 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


1 αἱ γεωμετρία τἰ τὸ ἄλογον ἢ τὸ κεκλάσθαι ἢ νεύειν, ὅ τι 
δ' ἔστι, δεικνύ οὓσι διά τε τῶ κοινῶ καὶ ἐκ τῶ ἀποδεδει- 
γµένων. καὶ ἠἀστρολογία ὦ σαύτως. πᾶσα γὰρ ἀποδεικτικὴ 
ἐπιστήμη περὶ τρία ἐστίν, ὁ5εα {6 αἶναι τίθεται (ταῦτα δ' 
ἐστὶ τὸ γένος, οὗ τᾶ καθ' αὖ τὰ παθηµάτων ἐστὶ θεωρητική), 
καὶ τὰ κοινὰ λεγό µενα ἀξιώματα, ἐξ ὦ πρώτων ἀποδεί- 
Κννσι,͵ καὶ τρίτον τὰ πάθη, ὢ τί σηµαίνει ἕκαστον λαμ- 
βάνει. ΤΗ.αἱ πδπίοἱ Τβἰ5ί»πα| οἱ)άὲν κωλύει ἔνια τούτων παρο- 
ρᾶν, ο(δη {ὄ οὅποί πα 6ροί.αβδαβἰ αἶναι, ἂν ἠφανερὸ ν ὅ τι 
ἔστιν (οὐ γὰρ ὁ µοίως δῆλον ὅ τι ἀριθμὸ ς ἔστι καὶ ὅτι ψυχρὸν 
καὶ θερµό ν), καὶ τὰ πάθη μὴ λαμβάνειν τί σηµαίνει, ἂν ᾖδῆ- 
λα: όδραι οἱ)αὲ τὰ κοινὰ οὐ λαμβάνει τί σηµαίνει τὸ ἴσα ἀπὸ 
ἴσων ἀφελεῖν, ὅ τι γνώριµον. ἀλλ' οὐαὲν ἧττον τῆγε φύσει τρία 
ταθτά ἐστι, περὶ ὅ τε δείκνυσι καὶ ἃ δείκνυσι καὶ ἐξ ὦ. 

Οὐκ ἔστι δ' ὑ πόθεσις οὐ δ' αἴτημα, ὁ 6ΠξεΟΚΗ αἶναι δι; 
αὺ τὸ καὶ δοκεῖν ἀνάγκη. οὐ γὰρ πρὸς τὸν ἔξω λό γον ἠάπό - 
δειξις, ἀλλὰ πρὸς τὸ ν ἐν τῃψυχῇ 1β6 οἱ)άὲ συλλογισμός. 
ἀεὶ γὰρ ἔστιν ἐνστῆναι πρὸς τὸ ν ἔξω λό γον, ἀλλὰ πρὸς τὸν 
ἔσω λό γον οὐκ ἀεί. ὁ5α πὲν οὖν δεικτὰ ὅ ντα λαμβάνει αὐ- 
τὸς μὴ δείξας, ταῦτ', μη πὲν δοκοῦντα λαμβάνῃ τῷ µαν- 
θάνοντι,͵ ὓ ποτίθεται,͵ καὶ ἔστιν οὐ χ ἁπλᾶ ὑ πόθεσις ἀλλὰ 
πρὸ ς ἐκεῖνον µόνον,  Π οὲ ἢ μηδεμιᾶς ἐνούσης δό ξης ἢ καὶ 
ἐναντίας ἐνού σης λαμβάνῃ τὸ αὐτό , αἰτεῖται. καὶ τοῦ τῷ δια- 
φέρει ὑ πό θεσις καὶ αἴτημα, ἔστι γὰρ αἴτημα τὸ ὑ πεναντίον 


τοῦ µανθάνοντος τῇῃδό ξῃ, ἢ ὃ ἄν τις ἀποδεικτὸ ν ὂν λαμ.- 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


βάνῃ καὶ χρῆται μὴ δείξας. 

Οἱ πὲν οὖν ὅ ροι οὐκ εἰσὶν ὐ ποθέσεις (οἱ)αὲν γὰρ εἶναι ἢ μὴ 
λέγεται), ἀλλ' ἐν ταῖς προτάσεσιν αἱ ὃ ποθέσεις, τοὺς δ' 
ὅ ρους µό νον ξυνίεσθαι δεῖ: τοῦτο δ' οὐχ ὑ πόθεσις (εἰ μὴ καὶ 
{6 ᾠκούσίη 6ρόαρς.Π {1 εἶναι φήσει), ἀλλ' ὅ σων ὅ ντων τῷ 
Τξε(πα εἶναι γίνεται τὸ συμπέρασμα. (οὐ δ' ὁ γεωμµέτρης ψευδῆ 
ὃ ποτίθεται,͵ έδρα {Ιπὲς ἔφασαν, λέγοντες ὡς οὐ δεῖ τῷ ψεύ- 
δει χρῆσθαι, {Οι αὲ γεωµέτρην ψεύ δεσθαι λέγοντα ποδι- 
αίαν τὴ ν οὐ ποδιαίαν ἢ εὐθεῖαν τὴ ν γεγραμμένην οὐκ εὐθεῖαν 
οὖσαν. Β) αὲ γεωµέτρης οὐ δὲν συμπεραίνεται τῷ τήῄνδε εἶναι 
γραμμὴ ν ἣν αὐτὸ ς ἔφθεγκται, ἀλλὰ τὰ διὰ τού των δη- 
λοῦ μενα.) ἔτι τὸ αἴτημα καὶ ὑπόθεσις πᾶσα ἢ ὡς όὅλον ἢ ὡς 


ἐν μέρει, οἱ δ' ὅ ροι οὐ δέτερον τού των. 


Ανάλυση στα «Αναλυτικά Ύστερα) 76:31-77"4 του Αριστοτέλους 


Στα «Αναλυτικά Ύστερα» ο Αριστοτέλης παρουσιάζει τις γενικές αρχές 
πρότυπα που θα πρέπει να εκπληροί κάθε επιστήµη. Πρόκειται για 
εξαιρετικής σημασίας έργο, καθώς εναργέστατα ο «Θείος» Αριστοτέλης 
παρουσιάζει τις θεμελιώδεις δοµές των επιστημών, οι οποίες κατ΄ ουσίαν 
είναι ίδιες. 

Λέει: 

Ονοµάζω αρχές σε κάθε γένος εκείνες για τις οποίες το ότι υπάρχουν 
δεν µπορεί να αποδειχθεί. Το τι λοιπόν σημαίνουν οι όροι «πρώτες 
αρχές» καθώς και «οι ιδιότητες που απορρέουν από αυτές» θεωρείται 


ως δεδομένο. Ως προς το ότι όµως υπάρχουν , για µεν τις αρχές 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


θεωρεῄαι κατ΄ ανάγκην δεδομένο, ενώ για τα άλλα θα πρέπει να 
αποδεικνύεται. Γι παράδειγµα το τι είναι η µονάδα ή τι είναι ευθύ ή 
τρίγωνο, (αυτά είναι δεδοµένα) . Και ενώ είναι δεδομένη η ύπαρξη του 
της µονάδας και του µεγέθους, η ύπαρξη των λοιπών θα πρέπει να 
αποδεικνύεται. 

Από τις αρχές που χρησιμοποιούμε στις αποδεικτικές επιστήµες, άλλες 
ανήκουν αποκλειστικά σε κάθε επιστήµη, και άλλες είναι κοινές. Και 
βέβαια πρέπει να χρησιμοποιούνται από κοινού, κατ΄ αναλογίαν , επειδή 
χρησιμοποιούνται στο µέτρο µόνο που εμπίπτουν στο γένος που ανήκει 

η κάθε επιστήμη. 

Παράδειγμα αποκλειστικής αρχής, είναι το ότι η «γραμμή» καιτο «ευθύ» 
είναι το τάδε συγκεκριµένο πράγμα και κοινή αρχή είναι ότι αν από ίσα 
αφαιρεθούν ίσα, τα υπολειπόμενα θα είναι ίσα. . Από αυτές όµωςτις 
αρχές, ισχύει µόνο ένα µέρος, όσο Κάθε φορά αρμόζει στο δεδομένο 
γένος. Ο Γεωμέτρης την εφαρμόζει µόνο στα µεγέθη ή άλλος την 
εφαρμόζει µόνο στους αριθμούς. 

Επίσης είναι αποκλειστικά για κάθε επιστήµη , και τα αντικείμενα που 
εκλαμβάνει ὡς υπαρκτά, Και αυτά τα οποία µελετά ως προςτις ιδιότητές 
τους. , όπως για παράδειγµα οι µονάδες για την αριθµητική και οἱ 
γραμμές ή τα σηµεία για την γεωμετρία. . Πράγματι, για τα αντικείμενα 
αυτά είναι δεδομένο το ότι υπάρχουν καθώς και ότι είναι συγκεκριµένα. 
Σε σχέση όµως µετις ιδιότητές τους, µόνο το τι σηµαίνει η κάθε µία 
Ιδιότητα θεωρεῄίαι ως δεδομένο. Για παράδειγµα θεωρεῄίαι ως δεδομένο 
από την Αριθμητική, το τι σηµαίνει περιττός ή άρτιος ή τετράγωνο ή 
κύβος. αι για την Γεωμετρία το τι είναι χωρίς λόγο, ή τεθλασµένη ήη 
νεύσις. Το ότι αυτά υπάρχουν , αποδεικνύεται µόνο µέσα από τις κοινές 


τους αρχές αλλά και από τα συμπεράσματά τους που έχουν ήδη 
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αποδειχθεί. Το ίδιο ισχύει και για την αστρολογία. Κάθε λοιπόν 
αποδεικτική επιστήµη, στρέφεται κυρίως γύρω από τρία πράγματα: 
Εκείνα που θεωρεί ότι υπάρχουν ( αυτά είναι το γένος του οποίου 
εξετάζει τις καθ ΄αυτές ιδιότητες ) τα λεγόμενα κοινά αξιώματα µε βάση 
τα οποία πραγµατοποιείαι η απόδειξη (ως πρώτα προκείµενα) και τρίτον 
τις ιδιότητες , για τις οποίες η επιστήµη θεωρεί ως δεδομένο το τι 
σημαίνουν . Τίποτα ὠστόσο δεν εµποδίζειτις επιστήµες να 
παραβλέπουν ορισμένες από αυτές τα τρία αυτά πράγματα. Για 
παράδειγµα, µπορεί να υποθέτει ότι υπάρχει το γένος, αν είναι πρόδηλο 
και προφανές ότι υπάρχει (και δεν είναι το ίδιο προφανές ότι υπάρχει 
αριθµός µε το ότι υπάρχει ψυχρό ή θερμό.) . Επίσης η επιστήµη , µπορεί 
να µην αναφέρει ρητά για το τι σημαίνουν οι ιδιότητες, αν συμβαίνει να 
είναι προφανείς. Αυτό γίνεται στις κοινές αρχές, όπου γίνεται ρητή μνεία 
του τι σηµαίνει να αφαιρεθούν από ίσα, επειδή αυτό είναι γνωστό. 
Σε κάθε περίπτωση, αυτές οι εξαιρέσεις, δεν εμποδίζουν σε τίποτα να 
είναι τρία τα εκ φύσεως συστατικά µέρη της απόδειξης, δηλαδή: 

»Σ Το αντικείµενο της απόδειξης 

»Σ Οι προς απόδειξιν ιδιότητες 


» Οι αποδεικτικές αρχές 
Δεν είναι εξ άλλου ούτε υπόθεση ούτε απηµα αυτό που υπάρχει από 


µόνο του και αυτό που θεωρούμε ότι υπάρχει, επειδή η απόδειξη από 
µόνη της δεν απευθύνεται στον έξω λόγο, αλλά στον λόγο της ψυχής. Και 
είναι αληθές, ότι µπορεί πάντα κάποιος να προβάλλει ενστάσεις στον 
εξωτερικό λόγο. Όχι όµως πάντα και στον εσωτερικό. Όσα λοιπόν είναι 
αποδείξιµα, τα θεωρεί ο δάσκαλος ὡς δεδοµένα, χωρίς να τα αποδείξει, 
αν συµρεί να τα θεωρεί ως δεδοµένα µε την συναίνεση του µαθητή. 


Αποτελούν δε αντικείµενο υποθέσεως και είναι υπόθεσις, όχι µε την 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


απόλυτη έννοια, αλλά αναφορικά µόνο µε τον µαθητή. . Αν πάλι 
συμβαίνει να θεωρεί το ίδιο πράγµα ὡς δεδομένο ή ο µαθητής δεν έχει 
καμία γνώµη ή έχει αντίθετη γνώµη σε αυτό, τότε πρόκειται για αίτημα. 
Και σε ακριβώς αυτό διαφέρουν η υπόθεση από το αίηµα. Δηλαδή, το 
αίτηµα είναι αντίθετο µε την γνώµη του µαθητή, ή κάθε πρόταση 
αποδείξιµη, την οποία κάποιος θεωρεί ὡς δεδομένη και την χρησιμοποιεί 
χωρίς απόδειξη. Οι όροι λοιπόν δεν είναι υποθέσεις, διότι δεν λένε 
τπτοτα για το αν κάτι είναι ή δεν είναι , αλλά οι υποθέσεις, είναι στις 
προτάσεις της κάθε επιστήµης που ανήκουν. 

Οι όροι, πρέπει απλώς και µόνο να γίνονται κατανοητο(. Αυτό όµως δεν 
συνιστά υπόθεση (Εκτός αν κάποιος έλεγε ότι µε το να ακούει κάτι , αυτό 
είναι υπόθεση) Αντίθετα, υποθέσεις είναι όλα εκείνα, τα οποία µε το να 
είναι όπως είναι, µπορεί να παράγεται το συμπέρασμα. 

Ούτε πρέπει να λέμε ότι κάνει ψευδείς δηλώσεις ο Γεωμέτρης που 
διατείνεται ότι µια γραµµή έχει µήκος ένα πόδι , ενώ δεν έχει, ή ότι είναι 
ευθεία κάτι ενώ δεν είναι. Ο Γεωμέτρης, δεν συμπεραίνει το παραμικρό 
από την συγκεκριμένη γραµµή που μνημονεύει, αλλά συμπεραίνει 
αποκλειστικά από όσα φανερώνουν τα σχήµατά του. Εξ άλλου , κάθε 
αίηµα και κάθε υπόθεση, νοούνται είτε ὡς όλον είτε ὡς µέρος. Ενώ οι 


ορισμοί δεν είναι ούτε το ένα ούτε το άλλο. 


Τοπικα155δ024-15042 

Πολλαῖς τε τᾷ θέσεων μὴ καλῶ ἀποδιδομένου τοῦ 

ὁ ρισμοῦ οὐ ὥδιον διαλέγεσθαι καὶ ἐπιχειρεῖν, ο(δη ρΟίθΓγοΠ Ζ ΠΠ. 
ἐναντίον ἢ πλείω: ΒΓγἱ5οδηίΐννη αὲ τῶ ἐναντίων κατὰ τρό πον ᾖῄᾷδιον 


φυποἱρεδαἰ ρΟίθγοπ Τμαδοςί αἱ ρἱ θ.νν {ἡ α{ εἶναι ἐναντία ἢ οὔ. τὸν 


ΒὐἱΟη αὲ τρό πον καὶ ἐπὶ τῶ ἄλλων τῶ ὁ ρισμοῦ δεοµένων. οθἰκθ αὲ καὶ 
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ἐν τοῖς µαθήµασιν ἔνια δι ὁ ρισμοῦ ἔλλειψιν οὐ ῥχδίως γράφεσθαι, οἷον 

ὅ τι ἡπαρὰ τὴ ν πλευρὰν τέµνουσα τὸ ἐπίπεδον ὁ µοίως διαιρεῖ τήν τε 
γραμμὴ ν καὶ τὸ χωρίον. ἰοὰ αὲ ὁ ρισμοῦ ἁιθέντος εὐθέως φανερὸ ν τὸ 
λεγό µενον' τὴ ν γὰρ αὐτὴ ν ἀνταναίρεσιν ἔχει τὰ χωρία καὶ αἱ γραμμαί" 
ἔστι δ' ὁ ρισμὸ ς τοῦ αὐ τοῦ λό γου οὗτος. | ϱἱ Ἰ] αὲ τὰ πρᾶα τῶ στοιχείων 
Γἱοβπῦηννη πὲν τῶ ὁ ρισμῶ, οἷον τί γραμμὴ καὶ τί κύκλος, ὥστα δεῖξαι 
(πλὴ ν οὐ πολλά γε πρὸ ς ἕκαστον ἔστι τού των ἐπιχειρεῖν διὰ τὸ μὴ πολλὰ 
ἵι όηπι πῦςοη εἶναι): ᾿Παὲ μὴ τιθῶται οἱ τῶ ἀρχῶ ὁρισμοί, χαλεπόν, 
τάχα δ' ὅλως ἀδύνατον. Ἐπο.νή οὲ τούτοις καὶ ἐπὶ τᾶ κατὰ τοὺς λό γους 


ἔχει. 


Απόδοση του χωρίου. 


Για πολλές θέσεις - λόγω του ότι δεν έχει αποδοθεί σωστά ο ορισµός- δεν 
είναι εύκολο να τις συζητήσει κανείς και να τις καταπολεμήσει, όπως για 
παράδειγµα, αν ένα μοναδικό πράγμα έχει ή όχι περισσότερο από ένα 
ενάντια. Αν όµως τα ενάντια ορισθούν όπως πρέπει , τότε θα ήταν 
δυνατόν να συμπεράνει κανείς , αν το ίδιο πράγμα έχει ή όχι, 
περισσότερα από ένα ενάντια .Με αυτό τον τρόπο χειρίζεται κάποιος και 
όλα τα άλλα πράγματα που χρειάζονται ορισμό. Φαίνεται και ότι στα 
Μαθηματικά, κάποια πράγματα, ένεκα ελλείψεως ορισμού, δεν είναι 
εύκολο το να γράφονται (εννοεί εδώ για αποδείξεις µε γεωμετρικά 


σχήματα ) Για παράδειγµα], ότι η τέµνουσα ένα ορθογώνιο 





Κάποιες μεταφράσεις του χωρίου (λ.χ.Αριστοτέλης «άπαντα, Όργανον 
3» Εκδόσεις Κάκτος) ερμηνεύουν προφανώς λανθασμένα το σχήμα, 
λαμβάνοντας τον λόγο στον οποίο διαιρεί η παράλληλος την διαγώνιο ίσο 
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παραλληλόγραμμο, και είναι παράλληλη σε µια πλευρά του, διαιρεί 
όµοια και την πλευρά και το εµβαδόν΄. Αν δε δοθεί ρητά ο ορισμός, 
καθίσταται φανερόν αυτό που λέμε, διότι την ίδια ανταναίρεσιν 
Σέχουν τα χωρία και οι γραµµές. Και αυτός είναι ο ορισμός των ίσων 
λόγων΄. Κατά απόλυτο τρόπο, είναι πολύ εύκολο να αποδειχθούν οἱ 
πρώτες στοιχειώδεις αρχές, από την στιγµή που έχουν δοθεί οι 
κατάλληλοι ορισμοί, για παράδειγµα το τί είναι η γραµµή και τί ο κύκλος. 


(Αν και τα επιχειρήματα που µπορεί να επικαλεσθεί κάποιος για κάθε µία 


µε τον λόγο των εµβαδών . μαθηματικά µεν είναι σωστό, αλλά δεν 
προκύπτει από το κείµενο. 

ο Νοκ 
α ν . 1 


πι / ΠΛΞ (ΞΝΙΝ) / (ΞΝΛΚ) 


Α Β 
ος β "Δηλαδή α/β ΞΑ/Β (Ξαγ/βγ) 
ὃ Δηλαδή τα έχοντα την ἴδια ανθυφαίρεση (Ξίδια αμοιβαία αφαίρεση) Ο 
Πλάτων επίσης χρησιμοποιεί την λέξη ανταναίρεση, αντί για ανθυφαίεση. 
Σύμφωνα µε τον σχολιαστή του Πλάτωνα τον Αλέξανδρο τον 
Αφροδισιέα(3’ -4”- αιώνας π.Χ.) , ο οποίος σχολιάζει τα «Τοπικά» ο όρος 
ανταναίρεσις (όρος του Πλάτωνα) είναι η ανθυφαίσεσις. 
Σημαντικό είναι που ο Αριστοτέλης δεν επικαλείται άλλους λόγους (όπως 
έλλειψη αξιωμάτων ή δυσκολίες αποδεικτικές ή µη πληρότητα της 
θεωρίας, αλλά µόνο την έλλειψη καταλλήλου ορισμού) 
΄ Δηλαδή αν α, β γραµµές και Α.,, Β χωρία, τότε (α/βΞΑ/Β) «| 
Ανθ(α,β)ΞΑνΘ(Α,Β) ] Αυτό ουσιαστικά συνιστά ορισμό ισότητας λόγων 
μεταξύ αριθμών γραμμών και µεγεθών . Μάλιστα εδώ 
συμπεριλαμβάνονται όλες οι ανθυφαιρέσεις περιοδικές ή περατούμενες 
που ουσιαστικά μπορούν να ορίσουν όλους τους πραγματικούς 
αριθμούς. 
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από αυτές δεν είναι πολλά, επειδή δεν υπάρχουν πολλά ενδιάμεσα”) 
Αντιθέτως, αν οι ορισμοί δεν έχουν δοθεί, αυτό είναι πάρα πολύ δύσκολο 
έως αδύνατον. 

Όμοια αυτά, παρόμοια ισχύουν και για τους διαλεκτικούς 


συλλογισμούς. 


Η θεωρία λόγων , αριθμών και μεγεθών πριν τον Ευκλείδη 


Θα πρέπει να φανταστούμε µια περίοδο πριν από τον Ευκλείδη, στην 
οποία δεν υπήρχε καλός ορισμός της αναλογίας. Πρέπει έτσι να 
συμπεράνουμε, ότι και µε βάση την προαναφερθήσα παρατήρηση του 
Αριστοτέλη (υποσημειώσεις 2 και 3) ότι υπήρχε µια παλιά χαμένη θεωρία 
λόγων και μεγεθών , από όπου προέκυψε η θεωρία λόγων και αριθμών 
του Θεαίητου µε βάση την ανθυφαίρεση. 

Από αυτήν προέκυψε η θεωρία λόγων του Ευδόξου που παρουσιάζει 
στο Ν βιβλίο του ο Ευκλείδης. Η δε θεωρία λόγων που εµφανίζεται στο 
ΥΙ βιβλίο φαίνεται να είναι προκύπτουσα από την θεωρία του Θέωνος. 
Σχηµατικά έχουµε το εξής: 


δΕδώ , κατά την γνώµη του γράφοντος, ο Αριστοτέλης εκφράζει µια 
διαπίστωση που έχοµε στα μαθηματικά, δηλ: Όταν µια θεωρία 
εξελίσσεται, τότε τα πρότερα προβλήµατα που λύνονταν µε πολλές 
διαδικασίες και βήματα, τώρα πλέον επιλύονται απλούστερα. 
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Η εξέλιξη της Θεωρίας λόγων μεγεθών και αριθμών 


Επιστήμη 
των λόγων 
Χωρίς 
επαρκή 
ορισµό της 
αναλογίας. 
Η ιδιότητα 
α/βξαγ/βγ 


λαμβάνεται 
ως ορθή, 
αλλά δίχως 
απόδειξη 


Θεωρία λόγων 
και μεγεθών 
Θεαίτητου, µε 
βάση την 
ανθυφαίρεση 

Η ανθυφαίρεση 
κατάγεται από 
την μουσική 
των 


Πυθαγορείων 


Θεωρία λόγων κι 
αριθμών του ΝΙΙ. 
Βιβλίου του 
Ευκλείδη που 
βασίζεται στην 
ανθυφαίρεση. 
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Θεωρία λόγων και 
μεγεθών του Ευδόξου 
που περιγράφεται στο 
Ν. Βιβλίο του 
Ευκλείδη, µε 
εκπληκτικής 
πρωτοτυπίας ορισμό 
ισοδύναμο των τοµών 
Βοεαεηκίπα 
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Σχηµατικά οι Αρχές που εισηγείται ο Αριστοτέλης για κάθε επιστήμη 
και διαφαίνονται στα «Αναλυτικά Ύστερα») 


Κάθε αποδεικτική Επιστήμη 


Κοινά 
(Αξιώματα) 


Ίδια , γένος 
(Επιστήμη και 


λ.χ. γένος η 
Γεωμετρία ή 
Αριθµητική }) 





Επόμενα 
Αρχές Ἡ Πάθη 
(πρώτα) 
Ορισμοί Υποθέσεις ι Υποθέσεις των 
(πρώτων) ρισμο εποµένων 


ΔΕΙΚΤΑ 
(αποδεικτά) 





Πρόταση 
(έχει 
αποδειχθεῆ 


Αίτημα (Δεν έχει 
απόδειξη, αλλά µπορεί να 


αποδειχθεί. 
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Η παραπάνω δοµή του Αριστοτέλους στην περίπτωση της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας 


Πρώτες αρχές 






Επόμενα (λ.χ. Ισόπλευρο 
τρίγωνο) 


Υποθέσεις 


ΤΙ ΣΗΜΑΙΝΕΙ ΤΙ ΕΣΤΙ Ορισμοί, (Αποδείειµες!) 
Πρωταρχικοί Υποθέσεις (χωρίς 


ορισμµο/(. ύπαρξης απόδειξη) 





(λ.χ. τι είναι 
σηµείο, 
ευθεία) 


Μια λεπτοµερστερη Ανάλυση για τα τρία είδη επιστημονικών αρχών 


Ο Αριστοτέλης περιγράφει όπως είδαµε τα είδη των αρχών κάθε 
αποδεικτικής επιστήµης , ὡς Ορισµούς, Υποθέσεις κι Αξιώµματα ή 
κοινές έννοιες, συμπληρώνοντας ότι θέλουν διευκρίνιση: 

Έτσι ο Αριστοτέλης, µας λέει διευκρινίζει ότι οι ορισμοί και οι υποθέσεις 
είναι «ίδιαι αρχαί» ενώ τα αξιώματα είναι κοινά.’ Με αυτή την διάκριση, 
[Αναλυτικά Ύστερα 728 14-21) «Αμέσου δ' ἀρχῆς συλλογιστικῆς θέσιν πὲν λέγω ἣν 
μὴ ἔστι δεῖξαι, μηδ' ἀνάγκη ἔχειν τὸ ν µαθησό µενό ν τι" ἣν δ' ἀνάγκη ἔχειν τὸ ν ὁ τιοΏν 
µαθησό µενον, ἀξίωμα; ἔστι γὰρ ἔνια τοιαῦτα": τοῦτο γὰρ µάλιστ' ἐπὶ τοῖς τοιούῦ τοις 
εἰώθαμεν ὅ νοµα λέγειν. θέσεως δ' ἡπὲν ὁ ποτερονοῦν τῶ μορίων τῆς ἀντιφάσεως 


λαμβάνουσα, οἷον λέγω τὸ θἶναί τι ἢ τὸ μὴ εἶναί τι, ὑπόθεσις, ἠδ' ἄνευ τούτου 
ὁρισµός. ὁ γὰρ ὁ ρισμὸ ς θέσις μέν ἐστυ 
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εννοεί ότι το αξίωμα χρησιµοποιείται σε περισσότερες από µία επιστήµες, 
ενώ ορισμοί και υποθέσεις είναι όπως είπαμε ίδιες έννοιες υπό την έννοια 
του µη κοινές. Ανήκουν λοιπόν σε µία επιστήµη , αφού µία επιστήμη 
μελετά ένα γένος ή ένα υποκείμενο γένος, το οποίο αποτελείται από τις 
οντότητες που εξετάζει.(Λ.χ. Οι αριθμοί είναι το υποκείµενο µέγεθος της 
Αριθµητικής ή στην Γεωμετρία το μέγεθος) 

Πιο συγκεκριµένα: 

Ίγγια τους ορισμούς 

χρησιμοποιεί παρεµφερείς όρους, όπως Όροι, ορισμµο/Ι, τι είναι , Τι 
σηµαίνει. Έτσι ο ορισµός κάποιου πράγματος, θέτει την ουσία του (δηλ. 
το Τι είναι) Γενικότερα στο έργο του ο Αριστοτέλης, θεωρεί ότι οι ορισμοί 
έχουν την µορφή Γένος συν την ειδοποιό διαφορά." Επίσης οι ορισμοί 
δεν μπορούν να αποδειχθούν και ότι την αλήθεια τους την θεωρούμε 
αναγκαία. 

2)Για τις υποθέσει 

αντιπαρατίθενται στο οικείο χωρίο των Α.Υ. και χρησιμοποιεί το 
χαρακτηριστικό παράδειγµα :Η απάντηση στο ερώτηµα «Τί είναι η 
µονάς» , συνιστά τον ορισμό της µονάδος. Το ότι όµως «Υπάρχει µονάς» 
συνιστά υπόθεση. Δηλαδή ο Αριστοτέλης µε τον όρο υπόθεση, 
περιγράφειτις προὐποθέσεις ύπαρξης. Διευκρινίζει όµως ότι η ύπαρξη 
των παραγοµένων υποκειμένων , ακολουθείτην ύπαρξη των 


πρωταρχικών. Για παράδειγµα, όταν ο Ευκλείδης στην 3: κοινή έννοια 





(Αν. Ύστ.76: 37-38) « Ἔστι δ' ἵπ ογ]ηίαί ΤΗ {8 φροαθδἰκίϊκαά Τβἰδίδπαί| ΤΙ πὲν 
ἴδια ἑκάφδί[ Τβἰ5ί»ππ {ι αὲ κοινά» 


δ ΒἰοΠαΓα Μο ΚΙΓΠ8η «Η φιλοσοφία η επιστήµη και τα μαθηματικά τον 4” αιώνα»σελ. 
9 Δευκαλίων/18/Ί 2000 εκδόσεις «Στιγμή» 
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λέει ότι αν από ίσα αφαιρεθούν ίσα, τα καταλοιπόµενα θα είναι ίσα, 
ακολουθεί ουσιαστικά αυτή την απαίηση του Αριστοτέλη. 
Επίσης, η ύπαρξη των ιδιοτήτων αποδεικνύεται, µέσα από την ύπαρξη 
των υποκειμένων. Για να γίνει αυτό σαφές, για παράδειγµα, 
αποδεικνύουµε ότι µια ιδιότητα της Γεωμετρίας (όπως η παραλληλία) 
υπάρχει, όταν αποδείξουμε ότι δύο ευθείες είναι παράλληλες. 
3) Για τα αξιώματα ή κοινές αρχές: 
Είναι οι µόνες αρχές που δεν περιορίζονται αποκλειστικά σε µία µόνο 
επιστήμη. 
Ο Αριστοτέλης δίνει Τρία παραδείγματα επ΄ αυτού: 

(). Την κοινή έννοια 3 του Ευκλείδη 

() Τον απαίηση της µη αντίφασης”, 

(Π). Τον νόµο του αποκλειοµένου τρίτου.΄ 
Ο Αριστοτέλης, καθιστά σαφές, ότι αυτές οι λογικές αρχές , παρ΄ότι 
χρησιμοποιούνται ευρέως στις αποδεικτικές επιστήµες, είναι ουσιαστικά 


αναπόδεικτες. 


3Ρ. Ν. ΚΙΓ8Π8Π σελ.10 
19Α.Υ. 763 10-11 «τὸ αν µὴ ἐνδέχεσθαι ἅμα φάναι καὶ ἀποφάναι οὐ δεµίαλαμβάνει 
ἀπό δειξις» 


11 Α. Υ.7Τ. 12-21 «δείκνυται αὲ λαβοῦσι τὸ πρᾶον κατὰ τοῦ μέσου, ὅ τι ἀληθές, 
ἀποφάναι δ' οὐκ ἀληθές. τὸ αὲ μέσον οὐ αὲν διαφέρει εἶναι καὶ μὴ εἶναι λαβεῖν, ὦ ς δ' 
αὔτως καὶ τὸ τρίτον. εἰ γὰρ ἐδό θη, καθ’ οὗ ἄνθρωπον ἀἱ Ποὲς εἰπεῖν, εἰ καὶ μὴ 
ἄνθρωπον ἀληθές, ἀλλ' εἰ µό νον ἄνθρωπον ζῷον εἶναι, μὴ ζῷον αὲ µή, ἔσται [γὰρ] 

ἀΙ Ποὲς εἰπεῖν Καλλίαν, εἰ καὶ μὴ Καλλίαν, ὅ µως ζῷον, μὴ ζῷον δ' οὔ. αἴτιον δ' ὅ τι τὸ 
πρᾶον οὐ µό νον κατὰ τοῦ µέσου λέγεται ἀλλὰ καὶ κατ' ἄλλου διὰ τὸ εἶναι ἐπὶ 
πλειό νων, ὥστ οὐ δ εἰ τὸ μέσον καὶ αὐτό ἐστι καὶ μὴ αὐτό, πρὸ ς τὸ συμπέρασμα οὐ αὲν 
διαφέρει. 
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Πριν τον Ευκλείδη; 


Ο Τποπι85 Ηθεαίῃ εκτιµά , ότι εκτός από την νέα θεωρία που ὠφείλετο 
στον Εύδοξο, Κκαιτις συνέπειές της σε όλη την έκταση των Στοιχείων του 
Ευκλείδη, υπάρχουν λίγα πράγµατα που δεν είχαν στις βασικές τους 
γραµµές συμπεριληφθεί στο αναγνωρισμένο περιεχόµενο της 
Γεωμετρίας΄” και της Αριθµητικής µέχρι την εποχή του Πλάτωνα. Επί 
πλέον ο Εύδοδος είχε αναπτύξει την νέα θεωρία της αναλογίας µέχρι την 
εποχή του Αριστοτέλη. Πρέπει να θεωρεῄαι ότι τα µαθηµατικά ήταν 
εξελιγμένα και η επιτυχία τους πρέπει να αποδοθεί στην συστηματική 
φύση που εἰχαν αποκτήσει. Το παράδειγµα της λογικής διάθρωσης των 
προτάσεων των Στοιχείων είναι αψευδής μάρτυρας περί αυτού. Η |.Ί 

των στοιχείων στηρίζεται στα προηγούμενα αξιώματα και ορισμούς, η 
επομένη στηρίζεται στην |.Ί τα αξιώματα και τους ορισμούς κ.ο.κ. 

Η σκέιη του Αριστοτέλη συνέβαλε τα µάλα σ΄αυτό, αν και πριν την 
εποχή του Αριστοτέλη, η αυστηρή δοµή της διάθρωσης των προτάσεων, 
αλλά και της ίδιας της αποδεικτικής πορείας , φαίνονται στο μοναδικό 
διασωζόµενο έργο «Περί κινουµένης σφαίρας» του Αυτόλυκου του 
Τιτάνεως 15. 

Ακόμα είναι γνωστό ότι στην προευκλείδια γεωμετρία, υπήρχε διάκριση 
μεταξύ αναποδείκτων αρχών και αποδειξίµων προτάσεων, µε ποικίλες 
αποδεικτικές αρχές. Επίσης και ορισμοί υπήρχαν και αξιώματα όπως µας 


αναφέρει ο Αριστοτέλης στα Α. Υ. στο υπό εξέτασιν χωρίο αλλά και 





12 Ρ. Ν. ΚΙΓβΠ8η σελ.11 
19.Ρ. Ν. ΚΙΓβη8η σελ.12 
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αλλού. Παραθέτει δε σποραδικά ορισμούς που ήταν τότε σε χρήση για να 
ασκήσει κριτική. Εδώ έχει θέση και η κριτική για την ανεπάρκεια του 
ορισμού της αναλογίας όπου δεν µπορεί να γίνει σύγκριση λόγου 
γραμμών και λόγου μεγεθών και υποδεικνύει την ίση ανταναίρεση που 
προείπαμε. 

Πρέπει να υποθέσουμε βάσιµα, ότι ο Αριστοτέλης γνώριζε δύο από τα 
δύο είδη αρχών του Ευκλείδη. Λέγει ρητά ότι οι κοινές αρχές ονομάζονται! 
αξιώματα. 

Τα τρία πρώτα αιτήματα, µας δίνουν την δυνατότητα να κατασκευάσουµε 
συγκεκριμένες γραμμές και κύκλους, σύμφωνα µε την γνώµη του Ηεαίῃ 
που την διετύπωσε στο «ΜαἰΠιπιαίϊος ΙΠ Απδίοίΐεις (ΟΧχίογα ὈΠΙνεΓβδίίγ 
Ριθςς --1949)1” Ουσιαστικά δηλαδή, τα τρία πρώτα αξιώματα σχετίζονται 
µε τις αξιώσεις ύπαρξης που έθετε ο Αριστοτέλης, ονομάζοντάς τες 
υποθέσεις. Διότι ο Ευκλείδης, δεν θέτει αυτά τα τρία αιτήµατα µε την 
µορφή ισχυρισµών ύπαρξης, διότι η κατασκευασιµότητα, δεν είναι το 
ίδιο πράγµα µε την ύπαρξη. Αλλά μπορούμε να πούμε, ότι τα τρία πρώτα 
αιτήµατα κατασκευής, εγγυώνται κατ΄ ουσίαν για την ύπαρξη αυτού που 
κατασκευάζουν. Έτσι, αν εξαιρέσουμε τα δύο τελευταία αιπήµατα που δεν 
είναι κατασκευαστικά, η ακολούθηση των αρχών του Αριστοτέλη από τον 
Ευκλείδη, είναι σαφεστάτη. ͵» 

Σε αυτό το σηµείο ο ΠΠ. Ν. ΙΙΓ8Π8η (σελ.18) προβληµατίζεται για το αν 
και κατά πόσον , ακριβώς για τον λόγο του ότι η συσχέτιση είναι 
σαφεστάτη, είναι δυνατόν να επέὃρασε τόσο αποφασιστικά ο 


Αριστοτέλης στον Ευκλείδη, αφού και ο ίδιος επηρεάσθηκε σε ένα βαθµό 





4 Σύμφωνα µε την βιβλιογραφική παραπομπή του Ρ. Ν. ΚίΓ8η8ηΠ σελ.13 
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από τα ήδη γνωστά σε αυτόν μαθηματικά. Έτσι -- συνεχίζει ο 
συγγραφέας- παραμένει πιθανόν ότι όταν συνέθετε τον κατάλογο των 
αρχών ο Ευκλείδης, να µην ήξερε το τι εἶχε πει ο Αριστοτέλης και απλώς 
να ακολούθησε την υπάρχουσα τότε μαθηματική παράδοση. Άλλωστε, 
υπήρχαν προευκλείδεια «στοιχεία» (Οµώνυμο έργο Ιπποκράτη Χίου --δ, 
αιώνας). 

Παρ΄ όλες όµωςτις επιφυλάξεις που µπορεί να διατυπώσει κάποιος, 
υπάρχουν ενδείξεις ότι ο Ευκλείδης συνέβαλε στην κατάστρωση των 
αρχών της γεωμετρίας προσωπικά καθώς και ότι επηρεάσθηκε από τις 
αρχές της αποδεικτικής επιστήµης, έτσι όπως τις περιέγραψε ο 
Αριστοτέλης. 

Ο Ποαίῃ σχολιάζει το παρακάτω απόσπασμα του Αριστοτέλη από τα 
Α.Υ.(658 4-{) «ὅ περ ποιοῦσιν οἱ τὰς παραλλήλους οἱό µενοι γράφειν' 
λανθάνουσι γὰρ αὐτοὶ ἑαυτοὺς τοιαῦτα λαμβάνοντες ἃ οὐχ οἵό ν τε 
ἀποδεῖξαι μὴ οὐ σῶ τᾷῶ παραλλήλων.» Δηλαδή «είναι αυτό που κάνουν 


εκείνοι που νομίζουν ότι γράφουν παραλλήλους . Κάνουν λάθος αυτοί και 
προς τον εαυτό τους µε το να παίρνουν ὡς δεδοµένα αυτά που δεν είναι 
σε θέση να αποδείξουν αν δεν υπάρχουν οι παράλληλες. 

Όμως το τέταρτο και το πέμπτο απηµα λύνουν αυτό το πρόβλημα. Ο 
Ευκλείδης απαντά σε αυτή την ένσταση του Αριστοτέλη και θέτει τις 
προὐποθέσεις κατασκευής των παραλλήλων . Το τέταρτο αίτημα λέει ότι 
όλες οι ορθές είναι ίσες και το πέµπτο κατ΄ ουσίαν είναι µια 
χαρακτηριστική ιδιότητα των παραλλήλων η οποία έχει ὡς κριτήριο τις 
δύο ορθές. Με αυτόν τον τρόπο τίθενται οι προὐποθέσεις κατασκευής 


των παραλλήλων και έτσι η ένσταση του Αριστοτέλη απαντάται πλήρως. 


15Ρ. Ν. ΚΙΓΠ8Π σελ.Ί8 Και υποσηµείωση 34 στην ἴδια σελίδα. 
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Πολλοί ιστορικοίτων μαθηματικών εξ άλλου συμφωνούν , ότι ο Ευκλείδης 
είναι ο εφευρέτης-επινοητής των δύο τελευταίων αιτημάτων του΄». 

Αν υποθέσουμε ότι αυτή η υπόθεση δεν είναι σωστή, και ο Ευκλείδης 
πήρε τα αιτήµατα από κάποια άλλη πηγή των μαθηματικών , τότε πάλι το 
πιθανότερο είναι , ότι και αυτός ο άγνωστος ουσιαστικά είχε επηρεαστεί 
από τον Αριστοτέλη. Τείνουμε να πούμε, ότι σε κάθε περίπτωση, ο 
Αριστοτέλης έπαιξε σηµαντικό ρόλο στην θεμελίωση της Ευκλείδειας 
γεωμετρίας. 

Μια άλλη Αριστοτελική επιρροή στον Ευκλείδη , είναι η λογική 
αυστηρότητα και τα τρία είδη αρχών. Ακόμα και στα υπόλοιπα 
συγγράμματα του Ευκλείδη ., αλλά και των άλλων σπουδαίων αρχαίων, 
όπως ο Αρχιμήδης ή ο Απολλώνιος δεν έχοµε ανάλογης µορφής 
αυστηρότητα σε σχέση µε τα στοιχεία και αυτά είναι περισσότερο 
τυπικά. .΄ 

Ο Πρόκλος µας λέει ευθέως, ότι ο πριν τον Ευκλείδη, οι αποδείξεις ήσαν 
χαλαρές͵ὃ. Πρέπει έτσι να βγει το συμπέρασμα, ότι ο Ευκλείδης 
ανέβασε το επίπεδο της μαθηματικής ὁραστηριότητας της εποχής του, εξ 
αιτίας των φιλοσοφικών του αναζητήσεων στην λογική και την 
αξιωματική θεωρία, οι οποίες όµως φωτογραφίζουν πίσω τον Αριστοτέλη. 
Ο Β. Ν. Κίγαπαπ , εκφράζοντας την προβληματική που έχει αναπτυχθεί 
από την κριτική των 2000 ετών στο έργο του Ευκλείδη , όπου κάποιοι 


όροι δεν είναι ορισμοί, κάποιες κοινές έννοιες δεν είναι κοινές , αλλά και 





Ί6ττχ. Ο πλέον έγκυρος, ο ΗθαίΠ, στα Στοιχεία του Ευκλείδη σελ. 202 

ΤΕ. Ν. ΚΙΓ8Π8η σελ.19 

Ίδ(Πρόκλος, σχόλια εις τα Στοιχεία σελ.θ8, 7-11) οὐ πό λυ ἀὲ τούτων νεώτερό ς ἐστιν 
Εὐκλείδης ὁ τὰ στοιχεῖα συναγαγὼν καὶ πολλὰ πὲν τῶ Εὺ δό ἔου συντάξας, πολλὰ αὲ 
τῶ Θεαιτήτου τελεὠσάμενος, ἔτι ὲ τὰ µαλακώτερον δεικνύµενα τοῖς ἔμπροσθεν εἰς 
ἀνελέγκτους ἀποδείξεις ἀναγαγών. 
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αιτήµατα που δεν σχετίζονται µε κατασκευή. Ακόμα υπάρχουν κάποια 
βήματα στις αποδείξεις που δεν δικαιολογούνται ούτε από τα βήματα 
αλλά και ούτε από τις αρχές που έχουν παρατεθεί. Λόγου Χάριν η Ι.Ί έχει 
το πρόβλημα του πώς εξασφαλίζεται η τοµή των δύο κύκλων. Έτσιη 
περίφημη αυστηρότητα του Ευκλείδη φαίνεται να υπονομεύεται. 

Ο ΠΙ]ρεγί µας λέει ότι η γεωμετρία βασίζεται σε περισσότερες αρχές από 
όσες έχουν τα Στοιχεία του Ευκλείδη . Επίσης οι τάξεις των αρχών δεν 
ανταποκρίνονται σε κανένα από τα είδη των αρχών του Ευκλείδη. Λόγου 
Χάριν υπάρχουν αξιώματα συνδέσεως,, διατάξεως, ισότητας και το 
αξίωμα της παραλληλίας που είναι ισοδύναμο µετο 5 αξίωμα του 
Ευκλείδη και ακόµα το αξίωμα της συνέχειας. Επομένως πως μπορούν 
να εξηγηθούν τα προβλημµατικά στοιχεία; 

Ο Π. Ν. Κίταπαηπ δεν διστάζει να προρεί στην εξής ερμηνεία : 

1) Ο Ευκλείδης περιόρισε τις αρχές του σε τρεις υπακούοντας στον 
Αριστοτέλη . Δεν υπήρχε κανένας μαθηματικός λόγος να 
περιοριστούν τα είδη των αρχών σε τρεις. 

2) Πιθανόν , θα ήταν πιο κομψό να υπήρχαν τέσσερις αντί για τρεις. 
Για παράδειγµα να υπήρχαν οι γνωστές τρεις και επί πλέον όλες οι 
άλλες προτάσεις που παρουσιάζουν προβληματικό χαρακτήρα. Θα 
έπρεπε σε αυτή την κατηγορία να υπάρχει η εξασφάλιση της τοµής 
των δύο κύκλων και γενικά να υπάρχουν τα αξιώματα του ΠΙεΓί 
που θεµελιώνουν στέρεα την Γεωμετρία. 

9) Ο Ευκλείδης μπορούσε αναμφισβήτητα να θέσει την νέα κατηγορία. 

Επομένως το ότι περιορίσθηκε στα τρία είδη αρχών , µας οδηγεί στο να 
εκφράσουµε , το συμπέρασμα ότι σε αυτή του την επιλογή οδηγήθηκε 


από την προσήλωσή του στις επιταγές του Αριστοτέλη. 





198. Ν. Κίγ8µ8η σελ.22 
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Φαίνεται να επέμεινε στις αρχές του Αριστοτέλη Και έθετε τις αρχές όπως 
του φαινόταν χρήσιμο. Για παράδειγµα, στον ορισµό 2 λέει «γραµµή δε 
μήκος απλατές» και αµέσως συμπληρώνει µια ιδιότητα της γραμμής 
αµέσως µετά ως ορισμό 3 «Γραμμής δε πέρατα, σηµεία» 

Έτσι το 4” καιτο 5 αίτημα, έχουν σχέση µε την κατασκευή των 
παραλλήλων γραμμών . Επομένως είχε νόηµα να τα τοποθετήσει κοντά 
μαζί µε τα αιτήµατα κατασκευής. 

Εν κατακλείδι, τα φιλοσοφικά ενδιαφέροντα του Ευκλείδη και το 
ενδιαφέρον του για ζητήματα θεμελίωσης, προὐποθέτουν µια φιλοσοφική 


πηγή. Αυτή είναι τα «Αναλυτικά Ύστερα» του Αριστοτέλη. 
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-Τι είναι 1 εωµετρία κατά ΚΙείή 


Γενικά . η άποψη του ΚΙείη για την Ι εωμµερία (--1570) 


ο Η 1 εωµετρία αναπτύσσεται µε την βοήθεια νεωτέρων και 
θεμελιωδών μαθηματικών εννοιών, όπως οι δομές της 
ομάδας και του μετρικού χώρου. Έτσι έχοµε απαλλαγή 
από τα δεσµά της εποπτείας . η οποία είτε στον Ευκλείδη. 
είτε και στον Η{]δοτί ακόµη . παίζει σηµαντικό ρόλο. 

ο Η 1 εωµετρία, µπορεί και δίνει ενιαία διατύπωση στα 
κύρια ζητούμενα επί µέρους περιοχών τῶν μαθηματικών, 
όπως: 

]. Τοπολογικών και ιδιαίτερα µετρικών χώρων. 

2. Ευκλείδειων διανυσµατικών χώρων (µε θετικά 
ορισμένο εσωτ. γινόμενο) και άρα χώρων 
Ευκλείδειων στο Κ.. 

ο Ψευδοευκλείδιων διαν. Χώρων (δηλ. µε όχι θετικά 
ορισμένο εσωτ. Γινόμενο) όπως ο χώρος ΜΙπΚονμςΚΙ της 
ειδικής θεωρίας της σχετικότητας. 


ΙΤ. ΕΩΟΜΕΤΡΙΕΣ κΙ ΕΙΝ 


Έστω σύνολο Χ-ὦ και 

Β()Ξξ4/ΕΓΙΧ-»Χμε Ε"Ι-Ι" καιεπ;. 

Μπορεί να αποδειχθεί, ότι το Β(Χ) εφοδιασμένο µε την πράξη 
της σύνθεσης συναρτήσεων «οδείναι ομάδα. 


Πράγματι: 


Αν ΓεΒ(Χ) τότε υπάρχειη Ε .. η οποία κι αυτή θα είναι 1-1 και 
επίτου Χ και [ο Γ.--ίά, και 1ά(χ)-χ ΝΧΕ Χ είναι «Ι-ἱ» και επί 
του Χ. 

Επίσης η σύνθεση είναι προσεταιριστική πράξη . η σύνθεση δύο 


Γ,.σεχ «]-Ι» και επί. η Τορ είναι επίσης «1-1» και επί και άρα 


Γοσεχ. Ακόμα ΙάιοΓ-- Γοιά -ἴ νΓεχ 
Στη συνέχεια θεωρούμε µια υποομάδα της Β(Χ) . την (1.9). 
Είμαστε έτοιμοι για τον παρακάτω 

Ορισµός Ι ἑωμετρίας ΚΙαίη: 

Το ζεύγος (ς.Χ). καλείται «Γεωμετρία ]είπ» που ορίζεται στο 


Χ., απὀ την υποομάδα ((.9) της ομάδας (Β(Χ). «). 


Τι διερευνά ή κάθε Ιεωμµετρία ΚΙαίη; 


Ο ΚΊειη καθόρισε το αντικείµενο έρευνας της Γεωμετρίας του. 
Αυτό είναι η µελέτη των ιδιοτήτων των «σχημάτων»(ΞΞτῶν 
µη κενών υποσυνόλων) του Χ οι οποίες παραμένουν 
αναλλοίῶωτες ὠςπροςτηνς. 

Πότε µια ιδιότητα είναι αναλλοίωτη ὠςπροςτην (1: 

Μια ιδιότήτα του «σχήματος» Σα Χθα λέμε ότι παραμένει 
αναλλοίωτη ὠς προς «, αν το [(Σ) έχει τήν ιδιότήητα αυτή για 
κάθεᾖεζ. 

Μια αυστηρότερη περιγραφή του προηγουμένου: 


Αν | είναι ένας προτασιακός τύπος(:Ξιδιότητα) µε σύνολο 
αναφοράς το δυναμοσύνολο του Χ (συμβολιζόµενο µε 5) ) 
και ὡς σύνολο αληθείας αυτής της ιδιότητας είναι το 

Τ()Ξ{Δε ΥΣ) : Ι(Α) «αληθές» 

Θα λέμε ότι η 1 παραμένει αναλλοίώτη για µια ΓΕ: Χ2Χ 

αν {Α) εΤ(/). Επομένως έχοµε τον παρακάτω 

Ορισµός: Μια ιδιότήτα «) θα παραμένει αναλλοίωτη ὠςπροςα 


, αν αυτή παραμένει αναλλοίωτη για κάθε /ες. 


Επομένως το ζητούμενο από κάθε γεωμετρία Κλάϊν είναι η 
µελέτη των ιδιοτήτων των υποσυνόλων του Χ που παραμένουν 
αναλλοίωτες ὠςπροςτην α. 

Για να γίνει αντιληπτή η ευρύτητα µιας τέτοιας άποψης, ας 
δούµε πώς αυτή εφαρµόζεται σ διάφορα φαινομενικά πεδία των 
Μαθηματικών: 

ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ: 

Όταν εισάγουµε µια τοπολογία σε ένα σύνολο. κατ’ ουσίαν το 
εφοδιάζουµε µε δυνατότητα ορισμού σύγκλισης ακολουθιών σε 
αυτό. Άρα µας ενδιαφέρουν οι απεικονίσεις που διατηρούν την 
σύγκλισή. (Αν µια ακολουθία συγκλίνει στο ια. τότε και η 
ακολουθία των εικόνων των όρων της ακολουθίας µέσωτηςΕ, 
να συγκλίνει στην εικόνα του α: Πι)) 


Αυτές είναι οι συνεχείς απεικονίσεις. 


Αλλά για να έχουν δοµή οµάδας, θα πρέπει να αντιστρέφονται, 
άρα περιοριζόµεθα στο σύνολο τῶν ομοιομορφισµμώντου Χ., 
δηλαδή στο σύνολο: 

Η(Χ) Ξ(ΠΕΙΧΣΧµεΕΣΙ-Ι και «επί και Ε, ΓΕ’ συνεχείς) 
Εύκολα προκύπτει, ότιη (Η(Χ). 9) είναι υποομάδα της 
(83). 9) 

(Π ταυτοτική απεικόνιση είναι συνεχής και ή σύνθεση συνεχών 
είναι συνεχής) 

Άρα το (Η(Χ), Χ) είναι µια γεωμετρία Κλάϊν. 

Όταν μελετάμε αυτήν, κατ’ ουσίαν μελετάμε τον τοπολογικό 
χώρο Χ. 

Παράδειγμα ιδιότητας που παραμένει αναλλοίωτη ὡς προς την 
Η(Χ) είναι η συµπάγια 

(Η εικόνα συμπαγούς συνόλου μέσω συνεχούς «Ι-Ι» και «επί» 
είναι συμπαγές σύνολο.) 

ΜΕΤΡΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 

Μια μετρική ἆ σε ένα σύνολο Χ- ὤ, ουσιαστικά είναι ο 
εφοδιασµός του µε την έννοια της απόστασης μεταξύ των 
σημείων του. Επίσης . επάγεται σε αυτό µια τοπολογία µε 
περιοχές τις σφαίρες ὥς προς την µετρική ἆ. 

Απόγτις απεικονίσεις Γ : Χ-»Χ µας ενδιαφέρουν αυτές που 
διατηρούν την απόσταση, δηλαδή οι ισοµετρίες. 


(Μια απεικόνιση Γ: Χ-δΧ Όα λέγεται ισοµετρία, αν 
(ά(τ) {ν))Γά(ιν) ΥΧΥΕΧ) 


Οι παραπάνω απεικονίσεις είναι «1-1» (απλή η απόδειξη µε 
χρήση του ορισμού της ισοµετρίας: Αν Γχκ)ΞΗΠΥ) τότε 
0-άαο. σ))γά(αγ) δαν ) 
Για να έχουν οι παραπάνω απεικονίσεις δοµή ομάδας 
περιοριζόµαστε στο σύνολο : 

Ι(δ)ξ- {τε : ΧὸχΧμε ἓ ισοµετρία ὅ «επί } 
Το παραπάνω σύνολο εφοδιασμένο µε την πράξη της σύνθεσης 
απεικονίσεων είναι υποομάδα της Β(Χ) (µε πράξη την σύνθεση) 
Άρα το ζεύγος (ΙΧ) . Χ) είναι µια Γεωμετρία Κλάϊν . και όταν 
μελετάμε την Γεωμετρία αυτή. κατ᾽ ουσίαν μελετάμε τον 
μετρικό χώρο (Χ. ἆ) 
Παράδειγμα ιδιότητας που παραμένει αναλλοίωτη ὡς προς την 
ομάδα ΙΧ) αποτελείτο φραγµένον ενός υποσυνόλου του Χ. 
(4ν 4 φραγμένο, τότε υπάρχει ε20 : ἄ(χ,ν)«εγια κάθεχ,ν εχ. 
Αφού α(σο, {ν))Ξ-α(,ν) δα({ο, ν))«ε. Συνεπώς ή εικόνα 


Φραγμένου µέσω ισομµετρίας εἴναι Φραγμένο) 


-Η Γεωμετρία ΚΙαείπ του Ευκλείδειου επιπέδου. 
Εισαγωγικά : 
Η Ευκλείδεια Γεωμετρία όπως γνωρίζουμε, μελετά τις 
ιδιότητες των σχημάτων που παραμένουν αναλλοίώτες ὡς προς 
το «είδος» των σχηµάτων.Για παράδειγµα: 

9 Όλα τα τρίγωνα έχουν άθροισμα γωνιών 150 μοίρες. 

ο Οι διαγώνιοι όλων των παραλληλογράμμων 


διχοτομούνται. 


ο Σε όλα τα ορθογώνια τρίγωνα ισχύει το Πυθαγόρειο 
Θεώρημα. Κ.ο.κ. 

Αυτές οι Ιδιότητες . που αφορούν ένα είδος σχήματος, 
νομιμοποιούνται αν αποδειχθεί η ισχύς τους για κάθε 
αντιπροσωπότους. 
Είναι αυτό που κάνοµε λέγοντας λ.χ. «ἑστω ορθογώνιο τρίγωνο» 
το οποίο σχεδιάζοµε στον πίνακα Και για το οποίο αν αποδείόοµε 
την ισχύ µιας ιδιὀτητάς του, τότε αυτή ὃεν θα ισχύει µόνο }Ι᾽ 
αυτό, αλλά για όλη τήν κλάση τῶν ορθογωνίων τριγώνων που 
αντιπροσωπεύε|. 
Σχεδόν πάντα η απόδειξη ιδιοτήτων στην Ευκλείδεια Γεωμετρία 
ανάγεται στην απὀδειξη ή διαπίστωση ότι κάποια άλλα σχήματα 
είναι ίσα μεταξύ τους. Έτσι έχοµε το γνωστό: 
Ίσα εἴναι δύο σχήματα, αν µε κατάλληλη επἰθεσή μπορέσουν να 
ταυτιστούν. 
Εννοείται πάντα αξιωματικά. ότι; 
Τα ἴσα σχήματα , διατήηρούν τις ιδιότητές τους κατά την 
μετακίνησή τους στο επίπεὀο . 4ηλαδή, οἱ Ιδιότητες αυτών των 
σχήμάτων παραμένουν αναλλοίωτες κατά την μετακίνησή στο 
επίπεδο. 
Όλα τα παραπάνω διαισθητικά . κατοχυρώνονται µε την 
αλγεβροποίησή τῆς. µέσω της άποψηςτου Κλάϊν. 
Με άλλα λόγια, αν µε ἆε συμβολίσω την γνωστή Ευκλείδεια 
μετρική που προκύπτει από την γνωστή Ευκλείδεια απόσταση 


του κλασικού Πυθαγορείου θεωρήματος, τότε, Με το σύμβολο 


Ι, 


Ε θα συμβολίζοµε το σύνολο τῶν ισομετριών 


πάνω στο Ευκλείδειο επίπεδο Αν μάλιστα θεωρήσω καιτον 


2 
ευκλείδειο μετρικό χώρο (κ: ἄν) , Τότε η γεωμετρία Κλάϊν 


του Ευκλείδειου επιπέδου είναι το ζεύγος: 


ι κ΄ ), κ΄ ) 


Περισσότερο εποπτικά έχω τις παρακάτω αντιστοιχίσεις 


ανάµεσα στην κλασική και την νεωτεριστική άποψη του Κλάϊν: 


β 2 
Ευκλείδειο Επίπεδο «» Χώρος 


2 
Ευκλείδειο σχήμα Σ «» ό-σς]ἈΝ 
Μετακίνηση σχήµατοςΣ «» εφαρμογή µιας ισοµετρίας στο Σ 


Επίθεση σχηµάτωνΣι.»2« » Εύρεση µιαςισοµετρίας Ε: 


(Σι) Σ2 


Άρα το χαρακτηριστικό της Ευκλείδειας Γεωμετρίας είναι το 


αναλλοίωτον µέσω των ευκλείδειων ισομετριών. 


Προείπαμε , ότι δύο σχήματα Σκαι Σ,2 είναι ίσα κατά 
Κλάϊν, αν υπάρχει ισοµετρία ση οποία να απεικονίζει το Σι 
στο 22 

Δηλ. αν υπάρχει ο: ϱ(Σ/)Ξ Σ2 
Συµβολικά την ισότητα δύο σχημάτων μπορούμε να την 
παραστήσουµε µετο σύμβολο «-ὃ καινα γράφουµεΣι- Σ2 
Εννοώντας ότιτα δύο σχήµατα είναι ίσα σύμφωνα µε την 
Ευκλείδεια αντίληψη. 
ΠΡΟΊΙΑΣΗ: Η σχέση «-» είναι σχέση ισοδυναμίας 
Αποζσειση: 
ν΄ Είναι αυτοπαθής: 

159) -Σ γιακάθεΣ υποσύνολοτου Χ, 


όπουη Ἱ: Χ- Χ ηταυτοτική απεικόνιση του Χ. 


και ., εσ αφού η είναι υποομάδα της ομάδας των 


ισοµετριών στο Χ. Δηλ. συμβολικά: 15(Χ). 
Ν΄ Είναι συμμετρική 
Έστω Σι- Σ2 . Τότε 3 δ σίοι ) -», .Αλλά αφού η 6 είναι 
ισοµετρία είναι και 1-1 . είναι και «επ . άρα 
-ἲ -ἲ -ἲ 
456 καις εδι)τε 9)” 
-ἲ 
Ἱσυτε 2,) 
-ι 
ΣΞδ (2, ) 5» 
Σ,-Σι 


Με το δεδομένο ότι η οἱ Ε{, αφού η (είναι υποομάδα της 
ομάδας τῶν ισομετριἰώνστοᾶ {( 15) ) 

Ν΄ Τέλος η σχέση «-» είναι και μεταβατική . αφού 

αν Σι -Σ, καὶ Σ, “Σι τοτε 

3 6ι.5.Ε:5ι(Σι)ΞΣ.και 

5111) ΞΣ.. Τοτξε,6,οδι(Σι)Ξ 


6, ο(6ι(Σι))Ξ βΒ.(2:)ΞΣ. 
Σι δα 


Αφού δ.οειεσ δεδομένου ότι οι 6ι και 6) 
ανήκουν στην ( που είναι υποομάδα και άρα θα ανήκει και η 
σὐνθεσήτους. 

Ἐπομένως απὀ το προηγούμενο, φαίνεται ότι η επιλογή του 


Κλάϊν να εχει η δοµή « δοµή υποοµάδας, δεν είναι τυχαία. 


Επομένως τι το ενδιαφέρον έχω µέχρι στιγμής; 

ν΄ Απαλλάσσεται η Γεωμετρία από την εποπτεία. αλλά 
πρέπει να µπορεί κάθε φορά να βρίσκεται η 6 µε την οποία 
θα µας επιτρέπεται να αποφαινόµεθα αν δύο σχήματα 
είναι ίσα ή όχι. 

ν΄ Δημιουργείται πρόσφορο έδαφος για την µελέτη τῆς 
Γεωμετρίας Ε΄ µεπ 22 όπου παύει η εποπτεία. 

ΜΥ Επειδή ο Κ είναι διανυσµατικός χώρος διάστασης Π 


δημιουργείται η ιδέα θεώρησης και άλλων Τεωμετριών. 


πάνω σε οποιονδήποτε διανυσματικό χώρο πεπερασµένης 
διάστασης ο οποίος µπορεί να ταυτιστεί µέσω 

΄ η 
ισομορφισμού µετοΆ . 


Ποιες όµως είναι αυτές οἱ Ιισοµετρίες του ἐπιπέὸου: 


Πριν φθάσουμε σε ένα σπουδαίο θεώρημα, παράστασης τῶν 


ισοµετριών, θα δώσουμε κάποιες βοηθητικές προτάσεις 


Πρόταση: 

Μια απεικόνιση {; Υ’-»Υ που διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο, 
[, / στον ἔ΄, (δηλαδή {χ, ψ/π ή) /(ψ)/ για κάθε χ, ψΨ στον Υ) 
είναι γραμμική 


Απόδειξη: 
Θα πρέπει να αποδείξουµε ότιισχύουν οι ισότητες: 
Ε(ατψ)σ (τν) και Πλ) 


Για την απόδειξη της δεύτερης, πρέπει και αρκεί να δείξω ότι 
'Ηοα κ), Το) Μ(ρΙΓ0Ο. (1) 

Αυτό, διότι λόγω του ότι το εσωτερικό γινόμενο είναι θετικά 
ορισµένοη (1) 3 Πλγ-λ{ΟΞΟ » ΠλΟΞΛλΙΠΥ. 

Πράγματι , έχω: 

Πακ) -λ 1), Πχ) 

[1). Το) ΜΙΤ κ Το), Πχ) ΜΟΙΓ 

Πχ) ΓΑ) 1) ΙΟ 1 ΓΑΠ) λΙΟΙΓ 
[{(λ4)., ΕΑ)Ι-Λ{ ΕΠ), ΕΙΚ ἴσθ, ΚΑΤΙ), ΠΟΙ - 
[λχ.,λκΙ-λΙ 1). Κ)Ι-ΠΕΟ4)., 6Η Τ 9), ΟΙ - 


λ{χ., χ]-2λ{[ λκ., χΛΤ κ, χ] -- (Διατήρηση εσωτ. 
Γινομένου) 

2λΤχ. χ]-2Λ{ λ.χ] Ξ 

2λΤχ, χ]-2λ1χ.χΙΞ- 0 


Επίσης ., µε ανάλογο τρόπο θα αποδείξω ότι 
Παν) -ἴσο-ψ). (ην) -ἴσο-ψ) 10. (2) 
πράγματι, αν αποδειχθεί η (2) τότε, από τον ορισμό του 
εσωτερικού γινομένου, θα έχω ότι η (2) 
5 ἴοαν) -ἴσο-ψ)”0 
51ο.) α)τΙ) 
Πράγματι, έχω: 
Πχ ψ) -ἴσο-ψ). ηψ) -ἴσο)-ψ) ]Γ 
Π(ψ), {0 ψ) -ἴα)-Ψψ) 11 -ἴα)-(ν). ανν) -ἴσ)-ψ) ]Γ 


Π(χτψ), Εχτψ)][ Εχτψ) , -ἴα)-ψ)] [ες)-ψ) -ἴσ)-κψ)] 
Ἡ-ἴκ)-ψ). Πχ ΤΨ)ΙΓ 
[χψ.χτψ]-[χψ.χ] [κ ψ.ψ]η(ς) πο τΗψ) κ) {ψ)]Γ 
[χψ,χ Υψ] [χ ψ.χ]-[χ1ψιψ]η [σσ ψ)] ΠΙψ) 
"Γκ)τ{(ψ)]Γ 

[χ1ψιχΥψ]-[χ 1 Ψ.χ]-[χ1ψ.ψ]/ [Πο Ελ]! 9 Αψ)] ψ) 
κ) {ψ) (ψ)ΙΓ 

[χ.-ψ,χψ]-[χ ψ,χ]-[χΨ.ΨΤ: [κ.κ χιψ] [ψ,κ]η[ ψ.ψ]Γ 
[χ.-ψ,χψ]-[χ ψ,χ]-[χψ.Ψ]: [κ κ1 χιψ] [ψ,κ]η[ ψ.ψ]Γ 


Άρα κάθε απεικόνιση που διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο είναι 


γραμµική.--- 


Πρόταση ΗΠ 
νο ἅΧείναι ένας γραμμικός χώρος εφοδιασµένος κε εσωτερικό 
γινόμενο [,/ και { εἴναι µια γραμμική απεικόνιση ΓΧ-δΧ, τότε τα 
παρακάτω είναι ισοδύναμα: 
(ι) Η Γείναι γραμμική και Ισομετρία 
(τι) Η Γεἴναι Ισοµετρία και Ισχύει 1{0)Ξ0 
Απόδειξη: 
(0 --δ(1τ) 
Αν είναι γραμμική ἁισομετρία τότε είναι φυσικά ισοµετρία και 
λόγω γραμμµικότητας ισχύει: 
{013-0)ΞΙ0)Π60) -» 
ΠΟΕΠΟΥΠθ) -» 


Π0)-0 


(τα) 
Αφού η Γείναι ισοµετρία , πρέπει να δείξω ότι είναι και γραμμική 


απεικόνιση. 


Αν δείξω ότι η ισοµετρία διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο, τότε θα 
είναι γραμμική . σύμφωνα µε την προηγούµενη πρόταση! 

Ἐπομένως, πρέπει κι αρκεί να δείξουμε, ότιη Ε ως ισοµετρία 
διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο. 

Πράγματι: 


Εξ ορισμού ισοµετρία σηµαίνει ότι 


νω-/Ι-Ε- 1 νανεχω 


Για χΞθ η (1) σηµαίνει ότι : 
ω)-/1θ]-]α-θ] Ψχιθε Χο (ωπόθεση 0-0) 


[ε9--6][-]μ--θἱ να,θε χ-» 


| ω) π- µ Μο 4 Δηλαδή η Εδιατηρεί την νόρμα. 


Όμως γιακάθεχ,γ «Ε Χ έχω: 


μα)- 9) α- νι] μαω- ώ- 

αν - 

[ὰ τσ λΧ-- γ] -- 

[α,χ]- 21.1 Ξ 

α[ -2[ὰ, γν]-- ιν] Ξ(ή {Γιατήηρειτην νοριια) 

υω -2,ν] 

Δήηλαδήητελικα εχω: 

μα) - 9) α)- να -2α,ν] 
(0) 

Αλλά ισχύει ακόµα: 


[0 --{ν)/κὸ--/Κν]--Ι άν)” [{ν) {ν-- 
[οί 0. ν]Η ο 


Από (3) και (ὔ 3) έχω: 

Τα πρώτα µέλη ίσα άρα και τα δεύτερα και µε διαγραφή των 
ίσων παίρνω 

Πακ). ν)Ε[Χ.Υ] δηλαδή η Ε διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο, 
δηλαδή είναι γραμµική.--- 


Ορισµός 1 : Μεταφορά κατά διάνυσμα 
αςεγεινα"]-Ι'"καιεπιαπεικογιση {ΣΥ 
'πουοριξεταιαποτηνΙσοτήητα 


Γία) ατα Προκειταιγιαισοµετρία: 


41 2. ο) ω-ο]5Ια.ῶ-οα|- 
εν] αι») 





Ορισµός 11: Ορθογώνια απεικόνιση λέγεται κάθε απεικόνιση 
ΤΥΞΥ, που εἶναι γραμμική και Ιισοµετρία (και συνεπώς 


«1-1» και «επί)) 


Θεώρημα παράστασης τῶν Ισομετριών 


Έστω (Ύ’, Ε) ένας χώρος µε εσωτερικό γινόμενο. Σε κάθε 
Ισομµετρία του [; Υ-ΖΥ αντιστοιχεί µιονοσήµαντα : Μία 
ορθογώνια απεικόνιση ο: ΥὂΥ και µια µεταφορά {ΥΓ 
έτσι ὥστε να Ισχύει :[Ξ]ως. 

Απόδειξη: 

Θεωρώ την απεικόνιση ϱ(χ) Ξ{χ)-Π0) . Αυτή είναι 
ορθογώνια. Πράγματι για την σ ισχύει : 

Για χΞθ, σ(0)Ξ{0)-{0). άρα ϱ(0)0. 

Επίσης: 


εα)-εω]-Ισω-/ο-ό./ο)]- 
/ῶ-/0]-]μ-»] 


Δηλαδή η σ είναι ισοµετρία. Σύμφωνα µε προηγούμενο 
θεώρημα . η σθα είναι και γραμμική απεικόνιση.Δηλαδή 


τελικώς ορθογώνια απεικόνιση. 

Επίσης θεωρώ την µεταφορά ᾖ,τνια αξ 0). 

Για την ορθογώνια απεικόνιση σ και για την µεταφορά 
{α. Ἰσχύει: 

((ωβ)  {ε()) ααϱΤΠΟ)- Εν) Υχεγ 

Απόδειξη του µονοσηµάντου του ορισμού των ϱ και 
ἷα 

Φα κάνουµε την απόδειξη µε την απαγωγή σε άτοπο: 
Έστω ότι υπάρχουν και δύο άλλες διαφορετικές 
απεικονίσεις, µια ορθογώνια σι και µια µεταφορά {, 
για τις οποιες να ισχύει: 

διο Ἡν 

Τότε:(χ)ξίκ) «» 

(δι Τί πωθ 

ριοοτοεοτα () 


Αλλά αφού οι 6 και 6ι είναι γραμμικές απεικονίσεις, 
τότε σι(θ)Ξ05- (θ)και η (1) δίνει: 

0-1α-θ{0--α-ῦ. 

Επομένως και δι(χὸξ ϱ(Χ) για κάθεχ στον Υ. 


Και το θεώρημα έχει αποδειχθεί. 


Από την γραμμική άλγεβρα . γνωρίζουμε ότι για κάθε 
γραμμική απεικόνιση . υπάρχει µια ένας πΧΏ πίνακας 


που καθορίζεται από την ϱ και δίνει τις εικόνες της 


μέσω µιας βάσηςτου Υ. Αν άἄΙπιΎτῃ τότε: 
δι :1Ξ8ι : ἵ ο ο 
χι αι ο. η κῃ αμ ... μΧ 


Πρόταση ΠΠ: Λ{ια γραμμική απεικόνιση {; ΥΥ είναι 


ισοµετρία, αν και µόνο αν ία ῳ να) νχεγ 


Απόδειξη: ) 


Αν η Γισοµετρία, τότε : 


κ-ο]-[ῶ- οἱ νχεν 


Αλλά όµως επειδή ή είναι και γραμμική , τότε 1{0)Ξ0 


Οπότε 


κ--ο]-Ιω-οἳ  Όχεν 


και τελικά ία . να) νχΕεγ 


Αντιστρόφως: ς Ισχύει: 


μα νχ ΕΥ, άρα και για χ-γ 
Άρα: 


μα-ν)5]α- νι 39 7ραμμικη) 
μα-/0)-μ-ν]5»(/ ισοµετρια) 


Εύρεση των Ευκλείδειῶων ισοµετριών 


Μια ορθογώνια απεικόνιση 6: Ε΄-Ξ»Κ΄ είναι µια γραμμική 


απεικόνιση και ορίζεται από έναν πίνακα (2χ2) ὡς εξής: 


ον κο) α-ς)” 


δί(α,γ)Ξ(αχ εν, ὃν) 


Ἐπομένως για να έχω ισοµετρία, πρέπει κι αρκεί να ισχύει: 


(ία, ν) Ίαν Αν .γή δν] ζὸ ΕΙ την 


ευκλείδεια νόρμα) 


χ εν Ξ(αβν) 0/1 δν) νχινεκ 


Από τα εκ ταυτότητας ίσα πολυώνυµα συνάγω ότι οι 
συντελεστές τῶν χ. Υ θα πρέπει να είναι μηδέν, δηλαδή: 
(α--«Υ:-ἱ-0. . β΄ --δ--ἰ-0. . αβγδ-0) 

(βΞΞΞΥ »ὃ-τα και α΄ «ΥΞΙ) (2) 


Από την (2) παίρνω τους πίνακες των ορθογωνίῶων 
απεικονίσεων για τον Ε΄ που είναι : 

α -- α γ 2 2 
' οπου α Γρ:Ι 

 αᾱ  -α 
Από τα προηγούμενα έχω ότι µια ισοµετρία της Ευκλείδειας 
Γεωμετρίας. παριστάνεται από την σύνθεση µιας ορθογώνιας 
απεικόνισης και µιας μεταφοράς κατά διάνυσµα αξ(0.9) 
Ἐπομένως οι εικόνες µιας τέτοιας ισοµετρίας 


2 2 δν /Γ ώ { ά 
{; Κ΄-2Κ΄ θα δίνονται από τους επόμενους δύο τύπους: 


/ ο σι ῃ δὶ [αχ-γν τὸ 
») ὦ αλ) ἱο) ὦχγαγτο 
/ τ α {4 . ὢ - αχ-γγ--ῦ 
} Ζ΄ -αὶ 6 ταντςε 
α «γ΄ Ξἰ 


Θέτοντας αΞσυνθ και γΞηµθ και για 0Ξο0 . ο πρώτος τύπος 


δίνει: 
. συν -Ἠήμο) γ 
γ ημο συνθ) νγ 


που αντιστοιχεί σε στροφή κατά γωνίαθ. 

Στον πρώτο τύπο για αξΙ .ΥΞ0 . έχω µεταφορά 
[(ακ,γ) (κιν) 10.9) 

Στον δεύτερο τύπο για αξΙ . ΥΞ0 και ΌξοΞθ έχω τον 


κατοπτρισµό Πχ.γ)Ξ(Χ.-Υ). 


Μπορεί εύκολα τώρα να αποδειχθεί, ότι αν έχω δύο 
ισοµετρίες που απεικονίζουν τρία µη συνευθειακά σηµεία 
στις ίδιες εικόνες, τότε αυτές οι Ιισοµετρίες ταυτίζονται. 


Δηλαδή, αν Π{χινηε(κυγι) για 151.2.3 , τότε Γρ. 


Η απόδειξη πραγματοποιείται µετο ότιταα, γ. Ὀ. ο 
προσδιορίζονται µονοσήµαντα από τις αντίστοιχες εξισώσεις 
που ικανοποιούν τα τρία σηµεία. 

Σύμφωνα µε το προηγούμενο, δοθησών δύο ίσων τριγώνων., 
υπάρχει ακριβώς µία συμμετρία που απεικονίζει το ένα επί 
του άλλου. 

Έτσι τα δύο τρίγωνα είναι ίσα κατά Κλάϊν και έχω την 
υλοποίηση της Ευκλείδειας ΙΓ εωµετρίας σύμφωνα µε την 


άποψη του μεγάλου αυτού μαθηματικού.- 


Αδξιωματικοποίησή προβλημάτων µε χρήσ Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 

Β λύση του προβλήματος του «σημείου του ΓΕΥΠΙάΙ», δήλαδή «να 
βρεθεί σημιείο Β του επιπέδου τέτοιο ὥστε το άθροισμα των 
αποστάσεων του Ρ απὀ τρία σημεία του 4, ΑΒ, [να εἴναι ελάχιστο», 
ὀήλαδή έτσι ὥστε 

α(Ρ, 4)-Γα(Β, Β)-Γα(Β, Γ)Ξ-ητήη, 
είναι δύσκολη στήν επἰπεδή ευκλείδεια γεωμετρία (θεώρημα του 
Πτολεμαίου κτλ), ή οποία πολλές φορές ὃεν εἴναι εφαρμόσιµή. 

Να λυθεί το πρόβλημα του σήµείου του ΕοΥΠΙαΙ µε χρήση τής μή 
ευκλείδειας γεωμετρίας του ταξιτζή, αν 4-3, 3), Β(4, 1), ΓΙ, -3) είναι 
οι γωνίες των οικοδομικών τετραγώνων µΊας πόλης που βρίσκονται 
τρείς βενζιναντλίες και Ρ το σήμείο που θέλουμε να γίνει το πλυντήριο 


αυτοκινήτων. Πόσο εἴναι το ελάχιστο ἀθροισμα; 


Λύση 

Η γεωμετρία του ταξιτζή είναι η γεωμετρία που εφαρµόζεται σε 
µια ιδανική «μπακλαβαδωτή» πόλη! ... 

Δηλαδή φανταζόµαστε, ότι υπάρχει µια πόλη όπου όλοι οι 
δρόμοι είναι οριζόντιοι (οδοί) ή κάθετοι (λεωφόροι). Τα οικοδομικά 
τετράγωνα, τα οποία είναι όλα ίσα μεταξύ τους, είναι τετράγῶνα και 
ως σηµεία θεωρούμε τις γωνίες των τετραγώνων. 

Αν θέλουµε να πάµε από σε ένα σηµείο Α σε ένα άλλο Β., που 
δεν ανήκουν στην δια οδό ή λεωφόρο, μπορούμε να κινηθούµε µόνο 


οριζόντια ή κάθετα. Έτσι δεν ισχύει πως η ελάχιστη διαδρομή είναι η 


ευθεία διότι δεν μπορούμε σε µια τέτοια γεωμετρία να διαγράψουµε 
ευθείες, όπως στην ευκλείδεια, αλλά µόνο τεθλασμένες γραμμές. Οι 
διαδρομές που μπορούμε να ακολουθήσουμε είναι πολλές και 
αναζητείται η συντοµότερη. 

Για να βρούμε την συντοµότερη διαδρομή. πρέπει να μετρήσουμε τον 
αριθµό των τετραγώνων που διανύουμε και να κρατήσουμε την 
διαδρομή µε τα λιγότερα τετράγωνα. Πρέπει να παρατηρήσουμε 


ωστόσο ότι και έτσι δεν υπάρχει μοναδική ελάχιστη διαδρομή 


Μαθηματικοποιώντας την παραπάνω περιγραφή. βλέπουμε πως 
αναφερόμαστε στο χώρο ὃ ο Προκειμένου ὠστόσο να μετράμε 
αποστάσεις, δεν χρησιμοποιούμε την ευκλείδεια μετρική. αλλά µια 
µατρική που ορίζουµε ὡς εξής: αν Α(Χα. γα). ΒίΧΗ. νη)ϊ ὃ”. 
ορίζουµε ὡς απόσταση των σημείων Α. Β τον µη αρνητικό αριθµό: 
(4. Β)- α͵ αρ Ἔι γη] (1). 


Πρέπει πρώτα να ελέγχουμε αν η (1) εισάγει µατρική στο ὃ ον Πρέπει 


α(4. Β)20θα αν νε/20 (. ισχύει) 


μα [αι -ανΞθ 
α(Α. Β)Ξ0Ξα κε) ΞΘΞ και νὰ και ο 
ον Ξ0 προ 


α(Δ 8 αχ, -μ ην, η Ξ αι ο) ην, ο) .. 


η νη-γιτά (Β Α) 


α(Α, Ί) τα; ΣΕ ΡΕ 
σα, τὰ Τα χα] Ἔ[λη ο Ἔ 2 -γ σλιι --ᾱρ] Ἔλκ --γ Ξα(ΔΑ. Β) 
Συνεπώς η ισότητα (1) εισάγει µια µετρική στο ὅ”, οπότε µε αυτή θα 


μετράμε τις αποστάσεις στον χώρο. Στο πρόβλημα λοιπόν έχουµε τρία 


σηµεία. τα Α(-3. 3). 


Β(4, 1). Τ(1. -2) που ανήκουν στο 3, και θέλουµε να βρούμε Ρ 
σηµείο ώστε το άθροισµα τῶν αποστάσεών του απότα Α. Β. Τ να 
είναι ελάχιστο. 

Παρατηρούμε ότι κανένα από τα Α. Β,. Γ, ανά δύο. δεν είναι στην ίδια 
οδό ή λεωφόρο. έχουν δηλαδή διαφορετικές τετμηµένες και 
τεταγµένες. 


Αρχικά θα δείξουμε ότιτο ζητούμενο σηµείο Ρ έχει τεταγµένη Υγ. 





Όλα τα σηµεία που βρίσκονται μεταξύ των ευθειών ει και ε2 έχουν 
σταθερό άθροισμα αποστάσεων από αυτές, ίσο µε την κατακόρυφη 
απόσταση ἆν(4, Ι7, ενώ τα σηµεία που είναι εκτός της ζώνης των 
ευθειών ει καὶ ε2, έχουν μεγαλύτερο άθροισμα από την ἅν(4, Γ). Ἆρα 
το σηµείο Ρ που αναζητούμε πρέπει να είναι μεταξύ των ευθειών ει 
και ε2. 

Πράγματι, αν το Ρ τέτοιο ώστε: ν/2γρΡόγγπροςτις τεταγµένεςτους 


έχουμε 


μονο 


οπότε ἆ,(Α. Β)γα,(Ῥ. Τ) 
20 


ο 


να νε] [ν-- νε) δαν ενα -- 2η) ἆνίΑ,ΙΓ) 
Επίσης παρατηρούμε οτι τα σηµεία ΄εκτός᾽ της ζώνης των ευθειών ει 
και ε2 δίνουν μεγαλύτερο άθροισµα στις διαφορές τεταγµένων. Έστω 
λοιπόν το Ρ’ σετέτοια θέση ώστε να ισχύει Υρ’΄ΣΥα2ΣΥΓ. οπότε θα 


έχουμε: 


(Β΄, Α) -ά(Ρ’, Γης -νκΕν να 


Ξ2ν- ή γλ- 


Θα δείξουμε οτι για κάθε σηµείο Β(ὰΡ, γρ) µε -3«γ, «3 το άθροισμα 
α,(Γ, 4) τα (9,8) γα (1. Τ) γίνεται ελάχιστο αν και µόνο αν Υγ-Ι. 
δηλαδή το Ρ ανήκει στην οριζόντια ευθεία ε2:ΥΞ] που διέρχεται απὀ 


το Β. 


Πράγματι έστω Β(4Ρ, Υ;) και Ο(Χ νγ σηµεία του επιπέδου τέτοια 


ώστε -ὂ- νΞ32 καιγρς]. Τότε: 


α,(Β, 4)--ἄ(Ρ. Β)--ᾱ,(Ρ, Γ)ξην, --α[Ι--"ρ--ρε]Ξ 
ᾱ,(4, καί, Ώ,--- 


α,(Ο, 4) γάμο, 8) τά,(Ο, Τ) 


Δηλαδή (5, 4)-α,(Ρ, Β) ά,(Ρ, Γ)κά(Ο, 4)-κα,(Ο, Β) (0, Γ) 


Συνεπώς το Ρ πρέπει να ανήκει στην ευθεία ε2:ΥΞΙ, δηλαδή πρέπει 
γρ 
Με αντίστοιχους συλλογισμούς, θα προσδιορίσουμε την τετμηµένη 
του Ρ. 

Ελέγχοντας τις τετμηµένες των σημείων Α. Β. Γ βλέπουμε πως για το 
Γ ισχύει: 

ΧΑ ΧΓ«ΧΕ. οπότετο Ρ στην ζώνη των ευθειών ΧΞ-3 και χξ4 και 
συγκεκριµένα θα έχει ίδια τετμηµένη µε αυτή του Γ. Άρα χρξ[. 
Βρήκαμε λοιπόν πως το σηµείο Ρ θα έχει συντεταγμένες Ρ(1. 1). 
Οπότε αν υπολογίσουμε το άθροισµα τῶν αποστάσεών του από τα 


σηµεία Α. Β. Γ θα έχουµε: 
ἄ{5, Α)--α(», Β) γα) ταν πλ) Ἡρη γλ) λε ταν) 


ον 2 Ἔαρ -ᾱρ γρ γη - 


ι--(-2)-1--3ηί--4Ι--ᾖ η --ᾗ-Ι--(-2)Ξ4--21-31-4 313 


Γιάννης Πλατάρος Σελίδα 7. «ᾖεωμµετρία του Ταξιτζή» 


Η διδακτική αξιοποίηση του λογισμικού ϱΚκείςπραἆ στην 
διδασκαλία των Γεωμετρικών Απεικονίσεων στο 
επίπεδο. 


Περίληψη: Η εργασία αυτή υπάγεται στην θεματική ενότητα 04 


Ο. δάσκαλος των Μαθηματικών στο περιβάλλον της τάξης, καλείται να 
εντάξει στην διδασκαλία του εκπαιδευτικά µαθηµατικά λογισμικά, 
αλλάζοντας ριζικά τον παραδοσιακό τρόπο διδασκαλίας του, καθώς το 
περιβάλλον των λογισμικών, είναι συνήθως σχεδιασμένο σε νέες 
παιδαγωγικές θεωρήσεις της διδασκαλίας (Εποικοδομισμός , Ανακαλυπτική 
μάθηση). Παραστατικότητα, κίνηση, πειραματισµός και διερεύνηση είναι 
στοιχεία που προάγονται από το λογισμικό, άρα και η διατύπωση εικασιών, 
η ανακαλυπτική μάθηση και τελικά το κτίσιμο τῆς γνώσης απὀ τον ίδιο τον 
μαθητή. Στα πλαίσια αυτά, δραστηριότητες και ασκήσεις διαφοροποιούνται 
ποιοτικά απὀ τις παραδοσιακές προσεγγίσεις. Ἡ παρούσα εργασία έχει ὡς 
στόχο την ανάδειξη αυτών των προσεγγίσεων µέσα από ένα ιδιαίτερα 
επιτυχημένο δυναμικό εκπαιδευτικό λογισμικό, επιδιώκοντας την 
εξοικείωση των δασκάλων των μαθηματικών µε την φιλοσοφία των νέων 
μαθηματικών δυναμικών εργαλείων σε σχέση µε το κεφάλαιο των 
Γεωμετρικών απεικονίσεων. 


Υιαπηϊς Ρ. ΡΙαίαγος ΛΜ. Εαμ, {6αςΠεγ οἱ Μα(Πεπια[ίος 


Αὐδίτασί: Τπο πιαίπεπιαίίος (εβοΠεί 1π {Πε οἰᾶδδΓγοοπι αηνΙτοηπιεηί, 15 
τοαυΙτοά {ο Ιπίορταία {ο Πῖ5 ἰοαεμίπς οΓ πιαίῃ εἀιεαίίοη 5ο[ῄννατο, ταᾷΙςα]1γ 
ελαηρίης {Πε ἰταδΙίοπα[ ν/αγ οΓ ἰεαοβίης, ἃ5 ἴπε επνΙτοηπιεηί οἱ 5ο[ίψ/αΓε 15 
ἀςυδΗγ ἀεδίσπεά νψί α Πεν ρεάαροσίσα| αρρτοᾶςεῃ οἳ Ιεαγπίης 
(εοηςίταενίδπῃ,  ἀϊδοονειγ ᾖἸεατπίπ) . Πιρυταίοῃ,  πιονεπιεί, 


εχρετιπεπίαΊοι απά εχρ]οταίίοη ατε εἰεππεπίς Ρτοπιοίεά ὈΥ ἴπε 5ο[ίν/ατε, 
απά (πεΓείοτε ἴπε οοπ]εείμτίης, ἀδεονειγ ΙεαΓΠΙΠς6, απά ενεπίια[1γ (πε 
Ὀυάΐπς ο{ Κπονν]εάςε ΒΥ ίΠπε ρυρ!15. Τη (Πἱ5 εοπίεχί, αοϊν]Πες απά εχετοίῖδες 
ἁ[ει αιαΠίαΠνεΙγ {Τοπ (πε (ταάιΠοπαΙ αΡΡΙΓΟΔςΠΕς. ΤΗϊς ραρει αἶπις ίο 
ΠΙσΠΗσῇί ἴπεςε αρρτοᾶςῄῃες {Ππτοιισῃ α ΠΙδΠΙΥ δαεσεςς{ι] εἀμεαίίοπα 5ο/[ἴννατε 
{65οίΤςςς, δεεΚίης {ο {απιΠατ]ζα {εαςΠοίς ΥνΙίῃ {πε πιαίΠοεπιαίῖσαἰ εοπεερί ος 
Πενν ἀγπαιηῖο πιαίπεπιαίίσα| ἰοοίς ΙΠ τε]αίίοῃ {ο ίΠε οΠαρίει οἱ (εοιπείΠής 
ἀεριςίίοης. 


Εισαγωγή: Τα δυναµικά εκπαιδευτικά Μαθηματικά λογισμικά, έχουν 
επαναφέρει στο ορατό μαθηματικό γίγνεσθαι τον πειραματισμό και την 
κίνηση, ενώ έχουν προάγει την εποπτεία και την διερεύνηση σε απίστευτο 
βαθµό, σε σχέση πάντα µε τα κρατούντα στην μαθηματική κοινότητα. Τα 
λογισμικά αυτά διαχέονται σε πολλές ενότητες, ενώ κάποιες τις 
αναδεικνύουν προνοµιακά. Το εΚείεπραά ν4.07, είναι ένα πλήρως 
εξελληνισμένο δυναμικό εκπαιδευτικό Γεωμετρικό λογισμικό που µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί νομίμως σε όλα τα Ελληνικά σχολεία δηµόσια και 
ιδιωτικά. Ὑποστηρίζει την διδασκαλία της Ευκλειδείου Γεωμετρίας ενώ 
παράλληλα µπορεί να την διασυνδέει µε την Ανάλυση, αφού µπορεί ένα 
μέγεθος (µήκος , µέτρο γωνίας ή τόξου . εμβαδόν) να μεταβάλλεται σε 
πραγµατικό χρόνο και να παριστάνεται η γραφική του παράσταση είτε ὡς 
συνάρτηση του χρόνου, είτε ὡς συνάρτηση οποιασδήποτε αλγεβρικής 
έκφρασης, ευνοώντας την διερεύνηση και τον πειραματισμό. 


Οι ειδικές δυνατότητες του ἐργαλείου: Ἡ πλήρης αξιοποίηση των 
δυνατοτήτων του λογισμικού γίνεται στους Γεωμετρικού τόπους , όπως και 
στις Γεωμετρικές απεικονίσεις, στο πραγµατικό ή μιγαδικό επίπεδο. Το 
αρχέτυπο σηµείο Α µε συντεταγμένες (χ,ψ) . απεικονίζεται στην εικόνα του 
Β µε συντεταγμένες (Χ΄, ψ᾿’) . όπου γενικώς χ΄Ξφ(χ.ψ) και ψ’Έθ(χψ) .μεφ 
και θ συναρτήσεις τῶν χ.Ψ, γραμμικές ή µη. Όταν η απεικόνιση γίνεται µε 
γεωμετρική κατασκευή του Β, προφανώς οι συντεταγμένες του Β ὡς 
συνάρτηση των συντεταγμένων του Α., είναι ζητούµενες. Καθώς κινείται το 
Α. κινείται και το Β και το λογισμικό παρέχειτις παρακάτω δυνατότητες: 


)) Το Α κινείται ελεύθερα στο επίπεδο και -αναλόγως της 
συναρτήσεως- η εικόνα του Β. 

Ἡ) Το Α κινούμενο ελευθέρως, διαγράφει ίχνος τροχιάς και ομοίως 
διαγράφει ίχνος το Β. (βλέπε σχήματα 1 και 2) 

Π1) Το Α κινείται επί ευθείας ή ευθυγράµµου τµήµατος ή επί πολυγώνου 
ή επί κύκλου ή επί οποιασδήποτε γραφικής παραστάσεως και το 
Β διαγράφει τον αντίστοιχο Υ.τ. Τα σχήματα επί των οποίων 
κινείται το Α. μπορούν να υποστούν δυναμικό χειρισμό (στροφή, 
µεταφορά, αλλαγή περιµέτρου, διαστάσεων, αυξομείώωση 
πλευρών , παραμόρφωση σχήματος) και αυτομάτως και η εικόνα 
τους µέσω της αντιστοίχισης 
Όλες οι αλγεβρικές εκφράσεις επιδέχονται παραμέτρους οι 
οποίες δύνανται µε κατάλληλο µεταβολέα, να διατρέχουν 
κατάλληλο υποσύνολο του ΚΕ. όπου η εικόνα του αρχετύπου 
φαίνεται ότι μεταβάλλεται ταυτοχρόνως µε την µεταβολή της 
παραμέτρου. 


Ἡ νέα οπτική 
προσέγγισης των 
γεωμετρικών 

απεικονίσεων: Όι 
δυνατότητες που 
παρέχει το εργαλείο, 
τουλάχιστον για 
όποιον έρχεται 





πρώτη φορά σε 
επαφή µε αυτές, 
είναι εντυπωσιακές, 
αλλά και 





καινοτόμες ὡς προς Σχήµα 1: Μια απεικόνιση, όπου φαίνεται να είναι μεγέθυνση µε 
την διδασκαλία στροφή και σχεδιάζεται µε ελεύδερη Κίνηση του Α. 
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αφού στην Πατρίδα 


μας, έχουν αρχίσει να γίνονται γνωστές τα τελευταία 15 χρόνια , χωρίς 
όµως να έχουν διεισδύσει ακόµα όσο -ἴσως- θα επιθυμούσαμε στην 
εκπαιδευτική διαδικασία. Αρκετά διδακτικά πλεονεκτήματα προσέγγισης 
της έννοιας των γεωµετρικών απεικονίσεων μπορούν να φανούν µε τα 
παρακάτω επιλεγμένα παραδείγματα δραστηριοτήτων, αν και κάποια δεν 
αποτελούν πλέον µέρος του  Αναλυτικού προγράµµατος στην 
Δευτεροβάθμια Εκπαίδευση: 


ΠαράδειγµαΙ «Σε ένα αρχείο 
του οκείεμραά, 
κατασκευάζουµε την 
απεικόνιση Α(γψ)2Β(χην) , 
την συναρτησιακή σχέση της 
οποίας αποκρύπτουµε και 
καλούμε τους µαθητές να την 
µαντέψουν, διερευνώντας τις 
θέσεις του Β στο επίπεδο, 
µεταβαλλόμενου του Α. 
Ουσιαστικά πρέπει οι µαθητές 
να παρατηρήσουν ότι καθώς το 


Α κινείται σε όλο το επίπεδο. η Σχήµα 2: Η απεικόνιση των συντεταγμένων στις 
εικόνα του κινείται µόνο στο | απόλυτες τιµέςτους, δίνει µια ενδιαφέρουσα 
τεταρτηµόριο, ότι καθώς το Α΄ δραστηριότητα. 

κινείται πάνω στους άξονες ομοίως και η εικόνα του, ότι υπάρχουν 
συμµετρίες ὡς προς άξονες και ὡς προς την αρχή τους. Η ὁδραστηριότητα 
αυτή, αφορά οὐσιαστικά ένα ανοικτό πρόβλημα. Είναι διαπιστὠµένο, ότι η 
εμπλοκή των μαθητών µε ένα ανοικτό πρόβλημα που απαιτεί διερεύνηση 
και πειραματισμό, ενισχύει από τη µεριά τους την δημιουργία εικασιών και 
τον έλεγχό τους, την διατύπωση κανόνων και γενικεύσεων, την αξιοποίηση 
ενός μεγάλου εύρους και ποικιλίας γνώσεων και εμπειριών µέσω των 
οποίων αναπτύσσουν στρατηγικές επίλυσης του προβλήματος.[4] ἩΗ 
δραστηριότητα, ανάλογα µε το γνωστικό επίπεδο των μαθητών, µπορεί να 
επεκταθεί στην ερμηνεία όταν η εικόνα έχει την µορφή Β({χ-2]/ψ2/) ἠ 
Β(1χΗ:3.Ψ/-2) πότε ταυτίζονται οἱ εικόνες κτλ. 

Διδακτικά πλεονεκτήματα της προσέγγισης: α) Συνεχής παρατήρηση και 
πειραµατισµός που δεν µπορεί να γίνει µε στατικά µέσα. β)διερµηνεία της 
κίνησης σε αλγεβρική σχέση των συντεταγμένων. Αυτό επίσης δεν µπορεί 
να Ὑίνει µε στατικά µέσα. Ίγ) Η όλη δραστηριότητα δημιουργεί µια 











αμφίδρομη ερμηνεία μεταξύ γεωμετρικής και αλγεβρικής έκφρασης 
γεγονός που προάγει την διασύνδεση μεταξύ πολλαπλών αναπαραστάσεων 
µιας έννοιας. 


Παραδειγµα 2: Στις ομοπαραλληλικές απεικονίσεις του επιπέδου, έχουµε 
χ΄ ΞαιχτβιψΨ Ἔγι 


Α(ΧΨ):ΣΒ(ΧΥ. ψ) µε , αι με αι, βι, γι 
ψ΄Ξαιχ ΓβΙΨ 7. µε ο β 30 
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πραγματικούς. Η χαρακτηριστική ιδιότητα όλων, είναι ότι «διατηρούν τις 
ευθείε» (δηλ. µια 
ευθεία απεικονίζεται 
πάντα σε ευθεία) και 
εδώ ανήκουν οι πιο 
γνωστοί γεωμετρικοί 
μετασχηματισμοί όπως η 
αξονικές συμμετρίες 
(κατοπτρισμοί) 

κεντρικές συμµετρίες, οἱ 
παράλληλες μεταφορές, 
οι στροφές και οι 
οµοιοθεσίε. Με το 





δυναμικό εργαλείο, ο. | ο22ικὴ2--0β4 
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διδασκόµενος, µπορεί: Σχήµα 3: Στο απεικονίζον σηµείο Α, µπορεί να προσαρτηδεί 
οποιοδήποτε γεωμετρικό σχήµα και να θρεδεί ο γ.τ. του Β, 

1)Να μεταβάλλει µία -- καδώς το Α διαγράφει την περίµετρο του σχήματος. 

µία κατά το δοκούν τις 

παραμέτρους αι, βι, γι. Και να παρατηρεί τις µεταβολές. 

2)Να προσαρτά στο Α οποιοδήποτε σχήµα (Σχήμα 3) και να βρίσκει τον γ.τ. 

του Β. Στην συνέχεια, η ευθεία-αρχέτυπο, µπορεί να μετακινείται 

παράλληλα µε τον εαυτό της ή να περιστρέφεται και να παρακολουθείται η 

κίνηση της αντίστοιχης εικόνας. Ομοίως µπορεί να αυξομειώνεται η ακτίνα 

του κύκλου, να μετακινείται το Κέντρο του και να παρακολουθούνται οι 


αντίστοιχες αλλαγές, όπως και µε το τετράγῶνο, το οποίο µπορεί να 
μεταβάλλει µήκος πλευράς καθώς και να μετακινείται. 

Διδακτικά πλεονεκτήματα: α) Φαίνεται, ότι η τιµή 0 της ορίζουσας για 
την οποία όλα τα σχήματα απεικονίζονται σε ευθεία, δεν είναι απλώς µια 
τιµή που εξαιρείται για αλγεβρικούς λόγους, αλλά ότι είναι µια οριακή τιµή 
µιας συνεχούς προοδευτικής μεταβολής, όπου το επίπεδο φαίνεται να 
συμπιέζεται σε ευθεία. Αυτό επιτυγχάνεται µε την µεταβολή των αι, βι, 
όπου τα απεικονιζόµενα σχήματα φαίνονται να «συμπιέζονταυ σε µια 
ευθεία ή να «φουσκώνουν» αναλόγως µεττις τιµές τῶν αι, β. 

β)Παρέχεται και εδώ πολύ µεγάλη δυνατότητα πειραματισμού 
παρατήρησης και διερεύνησης µε κάθε σχήµα που θα επιθυµήσει (και είναι 
κατασκευαστό) ο μαθητής. 


Παράδειγμα 3: Στην Αντιστροφή 
ως προς κύκλο, έχω 
Α(χιψ)-ΣΒ(Χ΄ψΨ’΄) όπου το Β 
προκύπτει απὀ το Α µε την εξής 
διαδικασία: Όταν το Α είναι εκτός 
του κύκλου, φέρουμε εφαπτόµενη Λ 
προς τον κύκλο, την ΑΔ, έπειτα 
την ακτίνα ΟΔ και ακολούθως 
την ΔΒ Ι ΟΑ (σχήμα 4) Έτσι, 


κάθε σηµείο του επιπέδου εκτός Σχήµα 4: Στην Αντιστροφή ως προς Κύκλο, το Α 


κύκλου. απεικονίζεται εσωτερικά απεικονίζεται στο Β εσωτερικά του Κύκλου και κάθε 


ολ, - Β εσωτερικά του κύκλου(πλην του Ο) εκτός, στοΑ, 
του κυκλου. Ομοίως, μὲ την ενώκάδε σηµείο του Κύκλου στον εαυτότου. ΤοΟ 


αντίστροφη διαδικασία, κάθε Φδεωρείται ότι απεικονίζεται σε Κάποιο φανταστικό 
σηµείο στο εσωτερικό του κύκλου ον 
απεικονίζεται εξωτερικά του και 
κάθε σηµείο επί του κύκλου στον εαυτό του. Το Ο, απεικονίζεται σε ένα 
φανταστικὀ σηµείο στο ἀπειρο(δεν απεικονίζεται δηλ. σε σηµείο 
συγκεκριµένο) . Οι συντεταγμένες του Β, βρίσκονται µε την βοήθεια του 
γνωστού θεωρήματος του Ευκλείδη που λέει, ότι «Το τετράγὠνο εκάστης 
κάθετης πλευράς ορθογωνίου τριγώνου, ισούται µε την υποτείνουσα επί την 
προβολή της επί ταύτην» Έτσι λαμβάνουμε για στο καρτεσιανό σύστηµα 
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συντεταγμένων, Χ΄Ξ ο κας .Ψ΄Ξ- σε. » (1) όπου ρ το μήκος της 
1Χ τΨ χ τψΨ 
ακτίνας του κύκλου και Ο η αρχή των αξόνων. 


Ἡ αντιστροφή, είναι µια σπουδαίας σημασίας γεωμετρική απεικόνιση µε 
γόνιμα αποτελέσµατα στην επίλυση δύσκολων προβλημάτων (λ.χ. 
Απολλώνιο Πρόβλημα επαφής) [2].[3] ή στην κατασκευή εικόνας σε κοίλο 
ή κυρτό κάτοπτρο κ.ά. [2] Με όπλο το »Κκαείοραἆ, μπορούμε 
εκμεταλλευόμενοι τις δυνατότητές του, να προσεγγίσουμε την σπουδαία 
αυτή απεικόνιση µε εντελώς ανακαλυπτικό τρόπο. Αφού ο µαθητής 
κατασκευάσει την απεικόνιση, µπορεί να κάνει ισχυρές εικασίες σχετικά 
µε τις ιδιότητες της απεικόνισης, τις οποίες φυσικά στην συνέχεια θα κληθεί 
να αποδείξει Οπωσδήποτε όµως, υπάρχει πειραµατισµός, ανάπτυξη ισχυρών 
εικασιών, τεράστια ευχέρεια διερεύνησης, καθώς στο Α μπορούν να 
προσαρτηθούν ευθεία, κύκλος, τετράγωνο, και γενικά οποιαδήποτε 
καμπύλη, όλα 
δυναμικά 
µεταβαλλόμενα και 
να λαμβάνω κάθε 
φορά τις εικόνες 
τους. 
Σχήµα 5: Ο κύκλος µε την 
διακεκομµένη γραµµή είναι 
ο κύκλος αντιστροφής, τα 
σχήµατα µε τα πιο μαύρα 
περιγράµµατα τα αρχέτυπα 


, ενὠ τα πιο γκρίζα 
σχήματα, οι εικόνες τους. 





ΗἩ δυναμική διερεύνηση µπορεί να αναδείξει τις εικασίες: 


α) Ότι η εικόνα ευθείας είναι κύκλος και στην περίπτωση που η ευθεία 
διέρχεται από το κέντρο του κύκλου αντιστροφής είναι ο εαυτός της. β) Ότι 
η εικόνα κύκλου είναι κύκλος, εκτός απὀ την περίπτωση που ο κύκλος 


διέρχεται απὀ το κέντρο αντιστροφής, οπότε είναι ευθεία. γ) Η εικόνα - 
ευθεία φαίνεται να είναι οριακή περίπτὠση κύκλου µε άπειρη ακτίνα. 


Τα παραπάνω, προκύπτουν άµεσα µε σχετική ευκολία. Στην συνέχεια. οι 
εικασίες μπορούν να ελεγχθούν µε την άλγεβρα και την αναλυτική 
Γεωμετρία. Μάλιστα, οἱ αρχικές εικασίες μπορούν να γίνουν πιο ακριβείς, 
καθώς το Ο φαίνεται να µην έχει εικόνα και αυτό να προκαλέσει τον 
μαθητή για την αλγεβρική ερμηνεία (μηδενίζεται ο παρονοµαστής των 
κλασμάτων της (1)) 


Διδακτικά πλεονεκτήματα: Με την τεράστια ευχέρεια πειραματισμού και 
διερεύνησης που παρέχει το εργαλείο, ο μαθητής παράγει πρώτα τις 
εικασίες, τις ισχυροποιεί, διατυπώνει τις προτάσεις που θα αποδείξει και 
ενδεχομένως αναδιατυπώνει ορισμένες αστοχίες. Το ίδιο αποτέλεσµα µε 
στατικά µέσα απαιτεί τεράστια δυσκολία , χρόνο, ενώ αυτός που θα κληθεί 
να εικάσει προτάσεις θα πρέπει να έχει µεγάλη μαθηματική ικανότητα, όλα 
αυτά, πρακτικά απαγορευτικά για µαθητές. 


Γενικά Διδακτικά Συμπεράσματα: 1) Η κατάλληλη χρήση των 
δυναμικών γεωμετρικών λογισμικών, µπορεί να δημιουργήσει μαθηματικές 
εικασίες τις οποίες στην συνέχεια καλούνται οι µαθητές να αποδείξουν. 


2) Ἡ διαδικασία του σχήματος : Πειραματίζοµαι-»Εικάζω-»Ελέγχω τις 
εικασίες μου” »Διορθώνῶ τις εικασίες και τις επαναδιατυπώνω , ανήκει στο 
μοντέλο της µαθηµατικής ανακάλυψης του [ακαίΐος. [5] Αυτή η 
πραγματική ερευνητική διαδικασία αντιστοιχίζεται στην επαν-ανακάλυψη 
της μαθηματικής γνώσης και ανήκει στην θεωρία του 1. Βτιπετ που θεωρεί 
ότι η μάθηση συντελείται µε ανακαλυπτικές διαδικασίες (καθοδηγούµενη 
ανακάλυψη, προσομοίώση ανακάλυψης) [6] 


3) Στο παράδειγµα 2 δίνεται η ευκαιρία να διασαφηνιστεί η έννοια 
«παράμετρος» και «μεταβλητή», καθώς η µεταβολή µιας εκάστης 
παραμέτρου απότις αι. βι, μεταβάλει ολόκληρο το απεικονιζόµενο σχήμα, 
ενώ η µεταβολή της «μεταβλητής» (εδώ το σηµείο (χ,ψ) ) καθορίζει το 
σχήμα. Παράλληλα, η έννοια του «αγνώστου» µπορεί να αναδειχθεί µέσω 
ενός ερωτήματος λ.χ. του τύπου «βρείτε ένα σηµείο που να απεικονίζεται 
στον εαυτό του, ποία άλλα τέτοια σηµεία υπάρχουν.» 


3) Η διαδικασία μετάφρασης και ερμηνείας της οπτικής αναπαράστασης σε 
άλγεβρα και αντιστρόφως, προάγει την πολλαπλή αναπαράσταση των 
εννοιών, εδώ των γεωμετρικών μετασχηματισμών. Γεωμετρική και 
Αλγεβρική γλώσσα συνυπάρχουν και είναι ανταλλάξιμες µε ένα 
συμπληρωματικό και ταυτόχρονα εποικοδοµητικό τρόπο./[ 1] 


4) Επάγονται προς απόδειξη απειροστικές διαδικασίες, καθώς η εικόνα της 
ευθείας ψζαχ{β . όταν β-20 δίνει ακτίνα της εικόνας -κύκλου ΕΚ» οο 


5) Στο μιγαδικό επίπεδο µε ανάλογες πρακτικές, µπορεί να παρασταθεί 
οποιαδήποτε απεικόνιση 7-27). 


ϐ) Το ίδιο το εργαλείο, χαρακτηρίζεται ως «ερευνητικό» και Ίγια τους 
μαθηματικούς που κάνουν έρευνα στην Γεωμετρία (Ευχερής ανάπτυξη 
εικασιών και γρήγορος έλεγχός τους) Ταυτόχρονα είναι και εκπαιδευτικό 
εργαλείο για την «καθοδηγούµενη ανακάλυψη» εκ µέρους των μαθητών. Το 
γεγονός αυτό είναι αρκετά ενδιαφέρον, καθώς η ερευνητική άσκηση µπορεί 
να γίνεται µε το ίδιο ή παρεμφερές µέσον για όλους. 


Όλα τα παραπάνω, αλλάζουν σηµαντικά την προσέγγιση της μαθηματικής 
γνώσης, καθώς η κατασκευή της, συνδέεται στενά µε την χρήση των 
εργαλείων. Ταυτόχρονα, φαίνεται ότι η χρήση της τεχνολογίας, αναδεικνύει 
την µαθηµατική γνώση περισσότερο ως ένα χρήσιμο μέσον για την 
κατασκευή μοντέλων, παρά Ως µία αυτοτελή, αξιωματικά θεμελιωμένη. 
θεωρία γνώσης.[ 1. [7] Η φύση της απόδειξης, φαίνεται να αλλάζει κι αυτή 
και να µην απαιτείται τόσο πολύ η εσωτερική δοµή των µαθηµατικών.[ 1]. 
Οι προβληματισμοί υπάρχουν. Από την άλλη, όλα τα εκτεθέντα 
πλεονεκτήματα του δυναμικού χειρισμού σχημάτων και αλγεβρικών 
παραστάσεων καθώς και η αντίστοιχη δυναμική οπτικοποίησή τους, σε 
σχέση µε το επί χιλιετηρίδες χρησιμοποιούμενο στατικό μολύβι και χαρτί, 
δεν μπορούν πλέον να αγνοηθούν από κανέναν. 
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